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CHƯƠNG 1: CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 


I. Định nghĩa 

Trên mặt phẳng Oxy cho đường tròn lượng giác tâm o bán kính R=1 và điểm M 



II. Bảng giá trị lượng giác của một sô" cung (hay góc) đặc biệt 


^^\GÓC a 
Giá trị^\- 

o_^ 

1(30") 

f(«") 

f( 60 °) 
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o 

o 
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1 

72 
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1 



2 
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2 


cosa 

1 

73 

72 

1 
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2 

2 

2 


tga 

0 

A 

1 

73 

II 



3 




cot ga 

II 


1 

73 

0 





3 



III. Hệ thức cơ bản 

sin 2 a + COS 2 a = 1 

1 + tg 2 a = —-r— với a^7 + kTi(keZ) 
cos 2 a 2 v ; 

t + cotg 2 = -y-r — với a ^ krcík e z) 
sin a 

IV. Cung liên kết (Cách nhớ: cos đối, sin bù, tang sai n ; phụ chéo) 

a. Đốì nhau: a và -a 
sin(-a) = -sina 

cos(-a) - cosa 
tg(-a) = -tg(a) 
cotg(-a) = -cotg(a) 
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b. Bù nhau: 

a và n-a 

sin(ĩĩ-a) 

= sina 

cos(Tĩ-a) 

= -cosa 

II 

1 

K 

bũ 

-tga 

cotg(Tc-a 

) = -cotga 


c. Sai nhau n : a và 71 + a 
sin(TU + a) = -sina 

cos(rt + a) = -cosa 

tg(ĩĩ + a) = tga 

cotg(7ĩ + a) = cotga 
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f. 

sin(x + kTĩ) = (-l) k sinx,k e z 
cos(x + kTi) = (-l) k cosx,k e z 
tg(x + k7i) = tgx,k e z 
cot g (x + kTĩ) = cot gx 

y. Công thức cộng 



VII. Công thức nhân ba: 



IX. Công thức chia đôi 

Đặt t = tg^ (với a ^ n + k2;t) 
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XI. Công thức biển đổi tích thành tổng 



Ta có: 


sin 4 a + cos 4 a -1 = (sin 2 a + cos 2 a) - 2 sin 2 acos 2 a -1 = -2sin 2 acos 2 a 
Và: 

sin 6 a + cos 6 a -1 = (sin 2 a + cos 2 a)(sin 4 a - sin 2 acos 2 a + cos 4 a) -1 
= sin 4 a + cos 4 a - sin 2 a cos 2 a -1 
= (l - 2 sin 2 a cos 2 a) - sin 2 a cos 2 a -1 
= -3 sin 2 acos 2 a 
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Do đó: 


sin 4 a + cos 4 a-1 _ -2sin 2 acos 2 a _ 2 
sin 6 a + cos 6 a-l -3sin 2 acos 2 a 3 


1 H - cos X 

Bài 2: Rút gọn biểu thức A = —— 


stnx 


(l-cosx) 
1+ 1 ; 


sin X 


1 v 71 

Tính giá trị A nểu cosx = — — và — < X < 71 

2 2 


1 + cosxí sin 2 x + l-2cosx + cos 2 x 


2 \ 



sin 2 X 


sinx ^ 

1 + cosx 2(l-cosx) 
sinx sin 2 x 
2(l-cos 2 x) _ 2sin 2 X 

sin 3 X sin 3 X sin X 

m ^ » 2 1 2 1 ^ 3 

Ta CÓ: sin X = 1 - cos X = 1 - — = — 

4 4 

Do: — < X < 71 nên sinx > 0 
2 

V3 . A 

Vậy sinx = 

A _ 2 4 _ 4 V 3 

Do đó A = —— = —Ị= = 

sinx V 3 3 


(với sinx 7* 0) 



Bài 3 : Chứng minh các biểu thức sau đây không phụ thuộc x: 

a. A = 2 cos 4 X - sin 4 X + sin 2 X cos 2 X + 3 sin 2 X 

b. B = -A- + COtgX+ ! 

tgx - 1 cot gx - 1 


a. Ta có: 

A = 2 cos 4 X - sin 4 X + sin 2 X cos 2 X + 3 sin 2 X 

<=> A = 2cos 4 x-(l-cos 2 x) +(l-cos 2 xìcos 2 x + 3(l-cos 2 x) 

o A = 2 cos 4 X - (1 - 2 cos 2 X + cos 4 x) + cos 2 X - cos 4 X + 3 - 3 cos 2 X 
<=> A = 2 (không phụ thuộc x) 


b. Với điều kiện sinx.cosx ^ 0,tgx 1 

Tq , r _ 2 , cotgx + 1 

Ta có: D = 


- 7 +---- 

tgx - 1 cot gx - 1 
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<=> B = ——— + 
tgx-1 


—+ 1 

tgx _ 2 | 1 + tgx 

1 l tgx -1 1 - tgx 

tgx 


2-(l-tgx) 1-tgx 

<^> B =--- ■ = — L =-— = -1 (không phu thuôc vào x) 

tgx-1 tgx-1 

Bài 4: Chứng minl 

1 + cosa 

1 

(l-cosa) 2 

cos 2 b-sin’c 2 , 2 

1 r>nt rr h ÍT í* — r>r\t rrn 1 

2sina 

1 • 2 
sin a 

1 2 2 ^ — UUlga. 1 

sin b sin c 

Ta có: 

, cos 2 b-sin 2 c 2 . 

^ pnt ợ- r> c 

:otg 2 c 

>cotg 2 c 

-cotg 2 b)-cotg 2 bcotg 2 c = -1 (1) 

sin b.sin c 

cotg 2 b 1 2 , 

— & rr z l- 

sin 2 c 
= cotg 2 b( 

, 1 + cosa 

* 

• 2 1 L 
sin b 

1 + cot g 2 C j — ^1 4 
(l-cosa) 2 

2sina 

1 + cosa 

1 • 2 
sin a 

(l-cosa) 2 

2sina 

l-cos 2 a 


1 + cosa 


2sina 


1 - 


1-cosa 
1 + cosa 


1 + cosa 2cosa 


= cotga (2) 


2sina 1 + cosa 
Lấy (1) + (2) ta được điều phải chứng minh xong. 


Bài 5: Cho AABC tùy ý với ba góc đều là nhọn. 
Tìm giá trị nhỏ nhất của p = tgA.tgB.tgC 


Ta có: A + B = 7Ĩ - c 
Nên: tg(A + B) = -tgC 
tgA + tgB x _ 

1-tgA.tgB 

<^> tgA + tgB = -tgC + tgA.tgB.tgC 
Vậy: p = tgA.tgB.tgC = tgA + tgB + tgC 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số dương tgA,tgB,tgC ta được 
tgA + tgB + tgC > 3^/tgA.tgB.tgC 
<=> p > 3ịfp 

<^> p > 3 V 3 

tgA = tgB = tgC 

Dấu “=” xảy ra <^> < _ <=>A = B = C = 77 

0 < A,B,C < - 7 - 3 

l 2 

Do đó: MinP = 3 V 3 <=> A = B = c = — 

_3_ 

Bài 6 : Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của 
a/ y = 2 sin 8 X + cos 4 2x 

b/ y = ịj sinx - Vcos X 

„ /rr „ . „ _ cí 1 - cos 2 x Y 4 0 „ 

a/ Ta có : y = 2 ——— + cos 2x 

l 2 J 

Đặt t = cos2x với -1 < t < 1 thì 

y = |(i-t) 4 +t 4 

=>y’ = -±(i-tf+4t 3 

Ta có : y' = 0 o (1-t ) 3 = 8 t 3 
<=> 1 - t = 2 t 

<=>t = ệ 

3 

/ 1 ) 1 

Ta có y(l) = 1; y(-l) = 3; y ị = 

\ỐJ z l 

Do đó : Max y = 3 và Miny = - 7 - 

xeR xgK 27 
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Xét f (x) = sin 4 X + cos 4 X - 2m sin X cos X 
f (x) = (sin 2 X + cos 2 x) - msin2x - 2sin 2 xcos 2 X 

f (x) = 1 - ị sin 2 2x - m sin 2x 
x ’ 2 

Đặt: t = sin2x với t e [-1,1] 


y xác định Vx <=> f ( 

x) > OVx e R 


l--t 2 - 
2 

- mt > 0 

vte[-l,l] 



g(t) = t 2 

! + 2mt - 

01 

■+J 

> 

o 

VI 

1 

h-L 

h-\ 


Do A' = m 2 

+ 2 > 0 

Vm nên g(t) 

có 2 nghiệm phân biệt ti, 

Lúc đó 

t 


ti 

Í2 


g(t) 

+ 

0 

0 


Do đó : yêu cầu bài toán <=> < -1 < 1 < t 2 


Ílg(-1)<0 í-2m -1 < 0 

<=><!'_ o ị 

[lg(l)<0 [2m -1 < 0 

m > ^— . . 

2 _ 1 . . 1 

«> < «> < m < — 

. 1 2 2 

l 2 


Cách khác : 

g (t) = t 2 + 2mt - 2 < 0 vt e [-1,1] 

<=> max g(í)<0<=>max{g(-l),g(l)} <0 

íeH.I] 
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Mặt khác : sin 4 a + cos 4 a = (sin 2 a + cos 2 a) 2 - 2 sin 2 a cos 2 a 

= 1 - 2 sin 2 acos 2 a 

= 1 - ị sin 2 2a 
2 


„ ., A - 4 7T - 4 7tc - 4 3tc . 4 5n 

Do đó : A = sin 7-77 + sin 7777 + sin —7 + sin — 7 

16 16 16 16 


( 




. 4 /V 4 

sin — + cos 
16 16 


ỉ 


+ 


4 3n 


sin 4 ^ + cos 4 
16 


1 1 „-2 rc 

1 - 77 sin _ 

2 


71^1 


r, 1.2 3t0 

— 

+ 


8J 


l 2 8 J 


371^ 

ĩẽj 



71 . 2 

+ sin 

8 


3tt ^ 


= 2 - 
= 2 - 



2{ 

1 3 


2 2 


Tí 2 

-77 + cos 
8 


K ^ 

sj 


r ■ _ 3 71 _70 

do sin— 1 = cos 77 

l 8 8 ) 


Bài 9 : Chứng minh : 16 sin 10°. sin 30°. sin 50°. sin 70° = 1 


Ta có : A = A c °s ^ — (16sinl0 o cosl0°)sin30 o .sin50°.sin70° 

cos10° cos10’ 

<» A = —-~rr (8 sin 20°) 1 ị 1 cos 40°. cos 20° 
cosl0° v \2) 

<=> A = —^77— (4sin20° cos20°).cos40° 
cos10° v ’ 

<=> A = —— (2 sin 40°) cos 40° 
cos10° v ’ 

A 1 . ori 0 cosio 0 . 

<» A = — 7— sin 80 = _ = 1 

coslO 0 coslO 0 


A R R c CA 

Bài 10 : Cho AABC . Chứng minh : tg — tg — + tg — tg — + tg — tg — = 1 

2 2 2 2 2 2 


Ta có : 


A + R 


71 

2 


c 

2 


_ . , A + R_ , c 

Vậy : tg^— = cotg^ 


<=> 




. A B 

tg i +tg ỉ 

1 *„A, B 
1 - tg 2- tg 2 
. A B' 
tg 2 tg 2 


tg 2 

tg| = l-tg|tg| 
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_ cosa sina cos 2 a-sin 2 a 

Mà : cot ga - tga = -7-=-—- 

sina cosa sinacosa 


cos2a 

= —-= 2 cot g2a 

4 sin2a 

2 

Do đó : 

(*)<=> cot g - tg 7^- - 2tg - 4tg ^ = 8 
32 32 J 16 8 

<=> 2 cot g - 2tg -4tg^- = 8 

[_ 16 16J 8 

<=> 4 cot g ^ - 4tg ^ = 8 
8 8 

•e> 8 cot g y = 8 (hiển nhiên đúng) 



3 


2 

, (rT , , , , cosa cosb sin b cos a - sin a cos b 

b/ Ta có : cot ga - cot gb = -7-7—— =-——7—- 

sina sinb sin a sin b 
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sin(b - a) 
sin a sin b 

_ , , - sin( 2 x-x) 1 

Do đó : cotgx - cotg2x = ——-— 7 ——- = ——— (1) 

sin X sin 2x sin 2x 

sin(4x-2x) 1 . , 

cotg2x - cotg4x = ——— 7 —— = (2) 

sin2xsin4x sin4x 

sin(8x-4x) 1 , . 

cotg4x - cotg 8 x = — 7 — v ——- = (3) 

sin 4x sin 8 x sin 8 x 

, sin(16x-8x) 1 

cotg 8 x - cotgl 6 x = —— 77 7 — = (4) 

sinl 6 xsin 8 x sinl 6 x v 

Lấy (1) + (2) + (3) + (4) ta được 

cot gx - cot gl 6 x = 7 1 1 + 7 1 + \ — 

sin 2 x sin4x sin 8 x sin! 6 x 


Bài 13 : Chứng minh : 8 sin 3 18° + 8 sin 2 18° = 1 
Ta có: sinl 8 ° = cos72° 

<=> sin 18° = 2cos 2 36° - 1 
<=> sin 18° = 2(1 - 2sin 2 18 0 ) 2 - 1 
<=> sin 18° = 2(1 - 4sin 2 l 8°+4sin 4 l 8 °)-1 
8sin 4 18° - 8sin 2 18° - sinl 8 ° +1 = 0 ( 1 ) 

(sin 18° - l)(8sin 3 18° + 8sin 2 18° - 1 ) = 0 
<=> 8sin 3 18° + 8sin 2 18°- 1 = 0 (do 0 < sinl 8 °< 1 ) 
Cách khác : 

Chia 2 vế của (1) cho ( sinl 8 ° - 1 ) ta có 
( 1 ) «. 8sin 2 18° ( sin 18° + 1 ) - 1=0 



= 1 - -^-(1 - cos4x) 

_ 3 , 1 . 

= — + — cos 4x 
4 4 

b/ Ta có : sinóx + cosóx 

= (sin 2 X + cos 2 x)(sin 4 X - sin 2 xcos 2 X + cos 4 x) 
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= (sin 4 X + cos 4 x) - -ì sin 2 2x 
^3 1 


— + —cos4x 
v 4 4 

3_, , 5 

8 8 


'\ 1 

--=-(1 - cos4x) ( do kết quả câu a ) 
8 


c/ Ta có : sin 8 X + cos 8 X = (sin 4 X + cos 4 x) - 2 sin 4 X cos 4 X 


= - 77(3 + cos4x ) 2 - -^-sin 4 2 x 
16 v ’ 16 


1 / \ 1 1 2 
^-(9 + 6cos4x + cos 2 4x) -^(l-cos4x) 

cos 4x + Ặ- (1 + cos 8x) - Ậ- (1 - 2 cos 4x + cos 2 4x) 
32 v ’ 32 v ’ 

msắY -I-msSv -I-msắY-ti 4- rnsSYÌ 


16 

_9_ 3 
“ 16 + 8 

= Ệ- + Ệ cos 4x + -4- cos 8 x + -4- cos 4x - -4- (1 + cos 8 x) 
16 8 32 16 64 v ' 

35, 7 1 _ „ 

64 16 64 


Bài 15 : Chứng minh : sin 3x. sin 3 X + cos 3x. cos 3 X = cos 3 2x 


Cách 1: 

Ta có : sin 3x. sin 3 X + cos 3x. cos 3 X = cos 3 2x 

= (3sinx - 4 sin 3 x)sin 3 X + (4cos 3 X - 3cosx)cos 3 X 

= 3 sin 4 X - 4 sin 6 X + 4 cos 6 X - 3 cos 4 X 
= 3(sin 4 X - cos 4 x) - 4(sin 6 X - cos 6 x) 


= 3(sin 2 X - cos 2 x)(sin 2 X + cos 2 x) 

-4 (sin 2 X - cos 2 x)(sin 4 X + sin 2 xcos 2 X + cos 4 x) 
= -3 cos 2x + 4 cos 2x [l - sin 2 X cos 2 xj 


( 


= -3 cos 2x + 4 cos 2x 

= cos 2 x 

= cos 2 x 
= cos 3 2 x 


1 • .2 


1 - 4 sin 2 x 
V 4 



( 1 , V 

-3 + 4 

1 - — sin 2 x 


l 4 )\ 

(l - sin 

2 2x) 


Cách 2 : 

Ta có : sin 3x. sin 3 X + cos 3x. cos 3 X 

. „ ( 3sinX - sin3x^Ị n __( 3cosX + cos3x^ 

= sin3x -—- +cos3x -—- 

l 4 J { 4 J 

3 1 / 

= ^ (sin 3xsin X + cos 3x cos x) + (cos 2 3x - sin 2 3x) 
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3 1 

= — cos (3x - x) + 4 cos 6x 

4 v ’ 4 


= ^ (3 cos 2x + cos 3.2x) 

= -^-(3cos2x + 4cos 3 2x - 3cos2x) ( bỏ dòng này cũng được) 
= cos 3 2x 


Bài 16 : Chứng minh : cos!2° + cos!8° - 4cosl5°.cos21° cos24° = - 


Vã+ 1 


Ta có : cos 12° + cos 18° - 4 cos 15° (cos 21° cos 24°) 

= 2 cos 15° cos 3° - 2 cos 15° (cos45° + cos 3°) 

= 2 cos 15° cos 3° - 2 cos 15° cos 45° - 2 cos 15° cos 3° 
= -2cosl5° cos45° 

= -(cos60° + cos30°) 

Vã+ 1 


Bài 17 : Tính p = sin 50° + sin 70 - cos 50° cos 70° 


Ta có : p = ị(l - coslOO 0 ) + ị(l - cosl40°) - Ỉ(cosl20° + cos20°) 
2 2 2 

p = l-ị(cosl00° +cosl40°)-ịí-ị + cos20°^ 

9 V /99 


p = 1 - (cos 120° cos 20°) + J - ị cos 20° 

4 2 

P = Ễ + Ì C os20 0 -ịcos20° =ị 
4 2 2 4 



, , . sin(a + b) 

Ap dụng : tga + tgb =--- T- 

cosacosb 

Ta có : (tg50° + tg40°) + (tg30° + tg60°) 

sin 90° sin 90° 

~ cos 50° cos 40° cos 30° cos 60° 
1 1 


sin 40° cos40° 


cos30° 


= 2 


sin 80° cos30° 
( 1 1 




coslO 0 + cos30° 
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2 ị cos30° + coslO 0 N 
v cosl0°cos30° J 

4 cos20 p coslO 0 
coslO 0 cos30° 



„ . A + Bf___A-B _A + B) 

2^2 2 J 

. _ c _____ A B (. A + B n CA 

= 4cos —cos —cos — do——— = T 7 - — 

2 2 2 { 2 2 2) 

A + B A - B 

b/ Ta có : cos A + cos B + cos c = 2 cos ——— cos — -cos (A + B 

2 2 v 

0 A + B A-B ( 2 A + B A 

= 2cos———cos——-2cos ——-1 

2 2 ^ 2 J 

_ A+B[ A-B A+Bl . 

= 2cos——— cos——-cos——— +1 

2 l 2 2 \ 

Á __ _A + B_ ; . A . ( Bì, 

= -4 cos ——— sin — sin - — +1 

2 2 { 2) 

À . c A . _ B , 

= 4 sin — sin — sin — + 1 
2 2 2 

c/ sin2Asin2B + sin2C = 2sin(A + B)cos(A - B) + 2sinCcosC 

= 2 sin c cos(A - B) + 2 sin c cos c 
= 2sinC[cos(A - B) - cos(A + B)] 

= -4 sin c sin A sin( - B) 

= 4 sin c sin A sin B 
d/ cos 2 A + cos 2 B + cos 2 c 

= 1 + ^ (cos 2A + cos 2B) + cos 2 c 
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= 1 + cos (A + B) cos (A - B) + cos 2 c 

= 1 - cosC[cos(A - B) - cosC] do (cos(A + B) = -cosC) 

= 1 - cosC[cos(A - B) + cos(A + B)] 

= 1 - 2cosC.cos A.cosB 
e/ Doa + b = 7ĩ-C nên ta có 
tg(A + B) = -tgC 




tgA + tgB 


= -tgC 


1 - tgAtgB 
<=> tgA + tgB = -tgC + tgAtgBtgC 
«> tgA + tgB + tgC = tgAtgBtgC 

f/ Ta có : cotg(A+B) = - cotgC 
1 - tgAtgB 






tgA + tgB 
cot gA cot gB -1 


= - cot gC 

= - cot gC (nhân tử và mẫu cho cotgA.cotgB) 


cot gB + cot gA 
<=> cot gA cot gB -1 = - cot gC cot gB - cot gA cot gC 
«> cot gA cot gB + cot gB cot gC + cot gA cot gC = 1 

~ , A + B __ n 

g/Tacó: tg—-— = cot g — 




. A B 

tg 2 +tg ? 


l-tg|tg- 


B =COtg f 


, Ả , B 
cotg^f + cotg 


<=> 


9 . u o v X A 

= cot g — (nhân tử và mâu cho cotg .cotg —) 


B 


cotg^.cotg® -1 


<3> cot g — + cot g — = cot g — cot g — cot g — - cot g — 

2 2 2 2 2 2 

_ . „A , B , . c _ . A B ,c 

<=> cot g — + cot g — + cot g — = cot g — . cot g — . cot g — 

2 2 2 2 2 2 


Bài 20 : Cho AABC . Chứng minh : 

cos2A + cos2B + cos 2C + 4cosAcosBcosC + 1=0 


Ta có : (cos2A + cos2B) + (cos2C + 1) 

= 2 cos (A + B)cos(A - B) + 2cos 2 C 
= - 2cosCcos(A - B) + 2cos 2 C 

= - 2cosC[cos(A - B) + cos(A + B)] = - 4cosAcosBcosC 
Do đó : cos2A + cos2B + cos2C + 1 + 4cosAcosBcosC = 0 
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Bài 21 : Cho AABC . Chứng minh : 


, . _ _ _ T , . 3A 3B 3C 

cos3A + cos3B + cos3C =1-4 sin —— sin —— sin —— 

2 2 2 


Ta có : (cos3A + cos3B) + cos3C 

= 2cosậ(A + B)cosậ(A - B) +1 - 2sin 2 ^ 
2 2 2 
Q 9 QfỊ 

Mà: A + B = 71 - c nên ^(A + B) = 

2 v ' 2 2 

..3 /. , D . ( 3tĩ 3C^ 

=> cos —(A + B) = cos 


= — cos 


n 


3C 


. 3C 
= - sin —— 

2 

Do đó : cos3A + cos3B + cos3C 

. 3C„„ o 3(A-B) 
2 


,3C 


= -2 sin 


3C 


cos 


2 

3(A-B) 


- 2 sin A— + 1 
2 


+ sin 


3C 


+ 1 


ọ • 3C 
= -2 sin —— 
2 


3(A B) .3 , . 

cos —-— -- - cos^-l A + B) 

2 2 V ’ 


+ 1 


, 3C . 3A -3B- , , 

= 4 sin —— sin —— sin(——) + 1 
2 2 2 

„ . 3C . 3A . 3B , 

= -4 sin —— sin —— sin —— + 1 
2 2 2 


Bài 22 : A, B, c là ba góc của một tam giác. Chứng minh : 

sin A + sin B - sin c ,A,B,_C 

-:-— -——— = tg — tg — cot g — 

cos A + cosB - cosC + 1 2 2 2 


Ta có : 


sin A + sin B - sin c 
cos A + cos B - cos c + 1 


9 c 

2cos — 
2 

r A 

POCỈ_ 

- B 

- Cl 

- sin — 

2 J 

LUo 

2 

9 • c 

2sin — 
2 

A 

POCỈ_ 

- B 

• ci 

+ sin — 

2 J 


2 


0 . A + B A - B _ . c c 

2 sin ——— cos ——-2 sin — cos — 

2 2 _ 2 2 

A + B A - B , _ . 2 c 

2cos———cos 1 ^--h2sin — 

2 2 2 

A - B A + B 
n cos —-cos - 

= cotff —._ , 2 „ _ 2 

g 2' A - B A + B 


cos 


+ cos- 


= cotg 


. A . f Bì 

c 2 t 2 ) 

2 2cos4-cos^ 

2 2 
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A c A B , 
4 sin — sin —. sin — + 4 
2 2 2 


( 1 ) 
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. A . ^ n . A + B_A - B .„ 

sin A + sin B + sin c = 2 sin —-— cos —-— + sin c 


_o„c„a- b c c 

= 2 cos — cos ——— + 2 sin — cos — 
2 2 2 2 


A - B A + B 

cos —-— + cos —-— 


_ 9 c 

= 2cos — 
2 


. „„„ c _ A B 
= 4cos —cos —cos — (2) 
2 2 2 


Từ (1) và (2) ta có : 


. A . B c A . B . c , , 

sin— sin— sin— sin —sin —sin—+ 1 


^ _ 

2 , 2 

"2 _ 

2 2 

2 



A B 

c 

ABC 


cos— cos 

cos 

cos — cos 

cos 



2 2 

2 

2 2 2 


. A 

B c" 

. B 

A c" 

c 

A Bl 

<=> sin — 

cos —cos — 

+ sin — 

cos — cos — 

+ sin — 

cos — cos — 

2 

L 2 2 J 

2 

L 2 2 J 

2 

L 2 2 J 


. A . _ B . _ c , 

= sin — sin — sin — + 1 
2 2 2 


= 1 



A 

r B 

c . B . c 

A 

. B c . c Bl 

<=> sin 

— 

cos — cos - sm — sm — 

+ cos — 

sin — cos — + sin — cos — 


2 

L 2 

2 2 2J 

2 

L 2 2 2 2 J 


A 

B+C A . B+C . 


«> sin 

— 

.cos - 

— + cos — sin — 

- = 1 



2 

2 

2 2 

Ị 



fA + B + c 




<»sin 

— 


= 1 





2 





sin ^ = 1 ( hiển nhiên đúng) 
2 


sin 


A 


sin 


B 


sin 


Bài 25 : Cho AABC . Chứng minh: 


_B_ c _ c_ A _ A_ B 

cos — cos — cos — cos — cos — cos — 
2 2 2 2 2 2 


= 2 


Cách 1 : 


sin 


A 


sin 


B 


Ta có : 


_B_ c 

cos —cos — 
2 2 


CA 
cos — cos —I 
2 2 


. A A , B B 
sin V cos — + sin — cos — 
2 2 2 2 

A B c 
cos —cos —cos — 

2 2 2 


1 sinA + sinB 

2^ „„„ A B c 

cos^ cos —cos — 
2 2 2 

c A - B 

cos —.cos - 
2 2 

. A B __ c 

cos-.cos-.cos — 
2 2 2 


. A + B A-B 
sin ——— cos ——— 
2 2 

„ A B_ c 

cos^cos —cos — 

2 2 2 

^A-B^ 


cos 


V 




A __ B 
cos —cos — 
2 2 
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cos 


Do đó : vế trái = 


A-B 


V 


sin 




A B 
cos^fcos — 
2 2 


A B 
cos^cos — 
2 2 


A - B , A B 

cos-—-h cos-—- 

2 2 

A.B 

cosT-cos — 

2 2 


ọ A B 
2cos —cos — 
2 2 

A B 
cos^cos — 
2 2 


= 2 


Cách 2 : 


Ta có vế trái = 


cos 


B + C 


cos 


A + C 


cos 


A + B 


„ B_ c 

cos — cos — 
2 2 


CA 
cos — cos — 
2 2 


A B 
cos — cos — 
2 2 


B c . B . c 

cos — cos — - sin — sin — 
2 2 2 2 

__ B _ c 

cos —cos — 

2 2 


A c . A . c 

cos — cos — - sin — sin — 
2 2 2 2 

_c_ A 

cos —cos — 

2 2 

A B . A . B 
cos — cos — - sin—sin — 
2 2 2 2 

__ A __ B 

cos — cos — 

2 2 


= 3 


B c A c A B’ 

tg — tg^ + tg^tg^- + tg^ftg — 
2 2 2 2 2 2 


A/r , . A B , B c , A B 

Mà: tg^tg- + tg —tg^- + tg^tg—= 1 

(đã chứng minh tại bài 10 ) 

Do đó : vế trái = 3 - 1 = 2 


ABC 

Bài 26 : Cho AABC . Có cot g —, cot g —, cot g — theo tứ tự tạo cấp số cộng. 

2 2 2 


A c 

Chứng minh cot g —. cot g — = 3 
2 2 


^ , . A _B , _c _ ^ ^ ^ 

Ta có : cot g —, cot g —, cot g — là cẩp sỗ cộng 
2 2 2 

, A , c B 

<s> cot g — + cot g — = 2 cot g — 

2 2 2 


sin 


A + C 


2cos 


B 


<s> 


A c 

sin —sin — 
2 2 


B 

sin — 
2 
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cos 


B 


<=> 


<s> 


2cos 2 


. A . c 

sin —sin — 
2 2 


. A . c 

sin 77 sin — 
2 2 


sin 


B 

2 

2 


A + C 
cos-i- 


g 

(do 0<B< n nên cos — > 0) 
2 


A c . A . c 

cos —cos—- sin —sin — A n 

»-2- 2 2 -2 = 2 o cotgệcotgỆ = 3 

. A . c 6 2 2 

sin sin — 

2 2 


Bài 27 : Cho AABC . Chứng minh : 

1111 

—•-Ã-^-7-777 -7-~ — ~ 

sin A sin B sin c 2 


. A B , . c A B , . c 

tg -ị + tg — + tg Ỷ + cot g -ị + cot g — + cot g J 


_ „ A B _ n , _ A B _ n 

Ta có : cot g — + cot g — + cot g — = cot g —. cot g —. cot g — 

2 2 2 2 2 2 

(Xem chứng minh bài 19g ) 

sina cosa 2 
Mặt khác : tga + cot ga =-— + 


-1--- — —--—- 

co sa sina sin2a 


Do đó : A 
2 


. A , B _ . c , A _ B _ . C' 

tg — + tg — + tg — + cotg — + cotg — + cotg — 
2 2 2 2 2 2 


, A , B _ c 

tg i + tg 2 +tg 2 


fo A _ A 
tg^ + cotg^ 


+ 


cotg ^ + cotg — + cotg Ỷ 


1 

\ B ^ Bl 

1 

r c , d 

H- 

tg—+ cotg — 

H- 

tg^-+ COtg-7- 

2 

1 2 2 J 

2 

2 2 


1 


1 


1 


sin A sin B sin c 


BẢITẲP 

1. Chứng minh : 

, z 2n 1 
a/ cos (7 - cos — 1 = — 

5 5 2 

cosl5° + sin 15° _ /g 

cosl5° - sin 15° 

, 2ti 4ti 6k 1 
c/ cos —- + cos — 1 + cos — 1 = - — 

7 7 7 2 

d/ sin 3 2x sin 6x + cos 3 2x. cos 6x = cos 3 4x 


e/ tg20 o .tg40°.tg60 o .tg80° = 3 


, 7Ĩ ,_2n 5n , 7Ĩ 8V3 7t 
f/ tg -7 + tg — 1 + tg —7 + tg (7 = —cos 77 
6 9 18 3 3 9 


, 71 271 371 471 071 t>71 l n 

g/ cos . cos —-. cos —. cos — 7 . cos —-. cos —-. cos - = 

15 15 15 15 15 15 15 


371 


471 


5 71 


6tt 


7ti 


1 

¥ 
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h/ tgx.tg 


n 


n 

— - X 

•tg 

— + X 

3 


3 


= tg3x 


k/ tg20° + tg40° + V3tg20°.tg40° = Vã 

Jõ 

e/ sin 20°. sin 40°. sin 80° = Vv 

8 

m/ tg5 0 .tg55°.tg65 0 .tg75° = 1 


2. Chứng minh rằng nếu 


sin X = 2sin(x + y) 

X + y * (2k + l)^(k e z) 


thì tg(x + y)= sm ^ 0 
cos y-2 

3. Cho AABC có 3 góc đều nhọn và A > B > c 

a/ Chứng minh : tgA + tgB + tgC = tgA.tgB.tgC 
b/ Đặt tgA.tgB = p; tgA.tgC = q 
Chứng minh (p-l)(q-l)>4 

4. Chứng minh các biểu thức không phụ thuộc X : 

a/ A = sin 4 X (l + sin 2 x) + cos 4 X (l + cos 2 x) + 5 sin 2 X cos 2 X + 1 

b/ B = 3(sin 8 X - cos 8 x) + 4(cos 6 X - 2 sin 6 x) + 6sin 4 X 

c/ c = cos 2 (x - a) + sin 2 (x - b) - 2cos(x - a)sin(x - b)sin(a - b) 


5. Cho AABC, chứng minh : 

, „T 3 , cosC , cosB 

a/ cot gB + —— -— = cot gC + — 


sin B cos A 


sinCcos A 


B c 


3A 3B 3C 


b/ sin A + sin B + sin c = 3 cos cos — cos — + cos VV 1 cos — — cos — — 

2 2 2 2 2 

. A , n _A B -c , B A-C 

c/ sin A + sin B + sin c = cos —. cos —-— + cos —. cos ——— 

2 2 2 2 

c A-B 

+ cos — . cos-—- 

2 2 


d/ cotgAcotgB + cotgBcotgC + cotgCcotgA = 1 
e/ cos 2 A + cos 2 B + cos 2 c = 1 - 2 cos A cos B cos c 
f/ sin3Asin(B- C)+ sin3Bsin(C- A)+ sin3Csin(A- B) = 0 

6. Tim giá trị nhỏ nhất của : 

1 1 n K 

sin X cos X 2 

9tt 

b/ y = 4x + —— + sin X với 0 < X < 00 

X 

c/ y = 2 sin 2 X + 4 sin X cos X + Võ 

7. Tim giá trị lớn nhất của : 

a/ y = sin xVcosx + cos xVsinx 

b/ y = sinx + 3sin2x 

c/ y = cos X + V2 - cos 2 X 
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# 

Đặc biệt : sin u = 0 <=> u = k7ĩ cos u = 0<=>u = 77 + k7ĩ 

2 

sinu = 1 <=> u = ^ + k27t(k e z) cosu = 1 <=> u = k2ĩĩ (k e z) 

2 

sin u = -l<=>u = -(r + k27ĩ cos u = -l<=>u = 7i; + k2ĩĩ 

2 

Chú ý : sinu ^0» cosu * ±1 
cos u 0 <=> sin u ^ +1 



Ta có (*) : <s> (4cos 3 X - 3cosx) - 4(2cos 2 X - l) + 3cosx - 4 = 0 
<=> 4cos 3 X - 8cos 2 X = 0 <=> 4cos 2 x(cosx - 2) = 0 
<s> cosx = Ohay cosx = 2(loại vìcosx < 1) 

<=> X = ^ + k7ĩ(k e z) 

Ta có : xe [0,14] <=> 0 < -Ệ + krc < 14 

2 

.. Tí _ 1 14 1 

<=> -5<k7i<14-5 -0,5 = -^<k<— -ị «3,9 

2 2 2 71 2 

Mà k e z nên k e Ị0,l,2,3} . Do đó : xe ’ r ~ 2 ^ị 

Bài 29 : (Đề thi tuyển sinh Đại học khôi D, năm 2004) 

Giải phương trình : 

(2cosx - l)(2sinx + cosx) = sin2x - sinx(*) 

Ta có (*) <=> (2cosx - l)(2sinx + cosx) = sinx(2cosx - 1) 
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<=> (2 cos X - 1) [(2 sin X + cos x) - sin x] = 0 
<=> (2cosx - l)(sinx + cosx) = 0 

1 ... 

<=> cos X = — V sin X = - cos X 

2 

<=> cos X = cos ^ V tgx = -1 = tg - — 

3 l 4j 

<tí> X = ±-^ + k2n V X = + kíĩ, (k e z) 


Bài 30 : Giải phương trình cos X + cos2x + cos3x + cos 4x = 0(*) 
Ta có (*) <=> (cosx + cos4x) + (cos2x + cos3x) = 0 

5x 3x 0 5x X 

<=> 2 cos —-. cos -4- + 2 cos —-. cos = 0 

2 2 2 2 

_ 5x f 3x x^Ị 

<» 2cos— 1 cos— 1 + cos^ =0 

2^2 2 J 

5x X 

<=> 4cos—— cosxcos— = 0 

2 2 

5x X 

<tí> cos —— = 0 V cos X = 0 V cos — = 0 
2 2 

5x K , K , X Tí , 

<=> — = — + k7ivx = — + k7iv — = — + k7ĩ 

2 2 2 2 2 

n 2k7ĩ _ n _ _ . o_ / 1 . _ ry\ 

X = — H—— vx = — + k7ivx = 7ĩ + 2 tĩ, [keZ) 

5 5 2 


Bài 31: Giải phương trình sin 2 X + sin 2 3x = cos 2 2x + cos 2 4x(*) 

Ta có (*) <=> ^(1 - cos2x) + ^(1 - cos6x) = ^(1 + cos4x) + Ỉ(1 + cos8x) 

2 2 2 2 

<=> -(cos2x + cos6x) = cos 4x + cos 8x 

<=> -2cos4xcos2x = 2cos6xcos2x 
<=> 2cos2x(cos6x + cos4x) = 0 

<=> 4 cos 2x cos 5x cos X = 0 

<=> cos 2x = 0 V cos 5x = 0 V cos X = 0 


<=> 2x = ^- + k7tv5x^- + k7ivx = ^- + kĩi,k e z 
2 2 2 


Tt kĩĩ Jt kn n , 

<=> X = — + —— V X = —— + —— V X = — + kĩĩ , keZ 

42 10 5 2 
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Ta 


có : (*)<=> sinx.cosềx - ^(l - cos4x) = 2 


1 - cos 


í n ^ 

— - X 

2 J 


7 

2 


, 11, 3 

<=> sin X cos 4x - — + — cos 4x = - — - 2 sin X 
2 2 2 

sin X cos 4x + Ậ cos 4x + 1 + 2 sin X = 0 
2 



( . 1> 


( . lì 

<=> cos4x 


+ 2 



l 2; 


l 2 J 


= 0 


<=> (cos4x + 2) 


r 


sinx + — 
2 


= 0 


<=> 


cos4x = -2 (loại) 


_L 

sinx = - — = sin 
2 


^ 77 ^ 


<=> 


X = + k2n 

6 

_ _ 7ĩi 
X = —— + 2hn 

6 


V 

Tacó:|x-l|<3 <=>-3<x-l<3 <=> -2 < X < 4 

Vậy : -2 < -^ + k2rc < 4 
6 

<=> 77 - 2 < 2k77 < 4 + -7- <=> —-< k < — + — 

6 6 12 77 77 12 

Do keZ nên k = 0. Vậy X = --7 

6 

-2 < -^ + h.2rc < 4 
6 

o ^ 777 1 7 ,2 7 

•e> -2 - —7- < h27t <4 —77“ < w*-—- < h < — —- 

6 6 Jt 12 17 12 

=>h = 0 => X = .Tóm lại x = —^hayx = -^ 

6 ' 6 6 

1 —K 

Cách khác : sin X = - 77 <=> X = (-l) k — 7 - + k 77 , k e z 

2 6 

Vậy : -2 < (-l) k ^ + k 7 i< 4 <^ — < (-l) k ^ + k < 

6 77 6 

—7T , 771 

<=> k=0 và k = 1. Tương ứng vđi X = —(-hay X = - 77 - 

6 6 


4 

77 


Bài 33 : Giải phương trình 

sin 3 X cos 3x + cos 3 X sin 3x = sin 3 4x (*) 

Ta có : (*)<=> sin 3 x(4cos 3 X - 3cosx) + cos 3 x(3sinx - 4 sin 3 x) = sin 3 4x 

<=> 4 sin 3 X cos 3 X - 3 sin 3 X cos X + 3 sin X cos 3 X - 4 sin 3 X cos 3 X = sin 3 4x 

<tí> 3sinxcosx(cos 2 X - sin 2 x) = sin 3 4x 

3 „ 

<=> -7-sin2xcos2x = sin 4x 
2 
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<=> — sin4x = sin 3 4x 
4 

<=> 3 sin 4x - 4 sin 3 4x = 0 
<=> sinl2x = 0 

<=> 12x = kĩĩ <=> X = Y“(k e z) 

Bài 34 : (Đề thi tuyển sinh Đại học khối B, năm 2002) 

Giải phương trình : 

sin 2 3x - cos 2 4x = sin 2 5x - cos 2 6a (*) 

Ta có : (*)<=> 

i(l - cos6x) - Ì(1 + cos8x) = Ỉ(1 - coslOx) - Ỉ(1 + cosl2x) 

cos 6x + cos 8x = cos lOx + cos 12x 
<=> 2cos7xcosx = 2cosllxcosx 
<=> 2cosx(cos7x - cosllx) = 0 


<=> cos X = 0 V cos7x = cosllx 

<=> X = _ + kĩĩ V 7x = ±llx + k2ft 
2 

„ _ rc , 1 ., „ _ kn kn 

<=> x = — + k7ivx = —— V X = —— ,keZ 

2 2 9 


Bài 35 : Giải phương trình 

(sinx + sin3x) + sin2x = (cosx + cos3x) + cos2x 


<=> 2 sin 2x cos X + sin 2x = 2 cos 2x cos X + cos 2x 
<=> sin 2x (2 cos X + 1) = cos 2x (2 cos X + 1) 

<=> (2cos X + 1) (sin 2x - cos 2x) = 0 

<=> cos X = - — = cos —- V sin 2x = cos 2x 
2 3 

<=> X = i ~~ + k27ĩ V tg2x = 1 = tg ^ 

3 4 

<=> X = ±^ + k2ĩc vx = -^ + k^,(keZỊ 
3 8 2 


Bài 36: Giải phương trình 

cos lOx + 2 cos 2 4x + 6 cos 3x. cos X = cos X + 8 cos X. cos 3 3x (*) 

I 

Ta có : (*)<=> coslOx + (1 + cos8x) 

Ị = cosx + 2cosx| 

(4cos 3 3x - 3cos3x) 

1 


<=> (cos lOx + cos 8x) + 1 = cos X + 2cos X. cos 9x 

<=> 2 cos 9x cos X + 1 = cos X + 2 cos X. cos 9x 

<=> cos X = 1 

<=> X = k27ĩ(k G z) 


Bài 37 : Giải phương trình 
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Ta cố : (*) <=> sinx(4sin 2 X - 3 ) - cosx(sin 2 X - 3cos 2 x) = 0 

<=> sin X (4 sin 2 X - 3 ] - cos X [sin 2 X - 3 (1 - sin 2 x) = 0 

<=> (4 sin 2 X - 3)(sinx - cosx) = 0 

<=> [2(1- cos 2x) - 3 ] (sin X - cos x) = 0 

r . 1 271 

cos2x = = cos—- 

<» 2 3 

sin X = cos X 


2x = ±^r + k2 ?I 
<» 3 

tgx = 1 


X = ± — + k7ĩ 

3 (k e z) 

X = ^ + k7ĩ 

L 4 



Ta cố :(*)«• sinx + cosx + 2sinxcosx + 2cos 2 X = 0 
<=> sinx + cosx + 2cosx(sinx + cosx) = 0 


<=> (sin X + cos x) (1 + 2cos x) = 0 
sinx = -cosx 
<=> o_1_ _ 2 ti: 

L 2 3 

tgx = -1 

0 x = ±^ + k27ĩ 

L 3 

X = - y + k7ĩ 

o 4 (k e z) 

X = ± + k2jụ 

L 3 


Bài 39 : Giải phương trình 

( 2 sinx + l)( 3 cos 4 x + 2 sinx - 4 ) + 4 cos 2 X = 3 (*) 

Ta có :(*)«■ (2 sin X + l)(3cos4x + 2 sin X - 4 ) + 4(1 - sin 2 x) - 3 = 0 
<=> (2sinx + l)(3cos4x + 2sinx - 4) + (1 + 2sinx)(l - 2sinx) = 0 
<=> (2 sin X + 1) [ 3 cos4x + 2 sin X - 4 + (1 - 2 sin x)] = 0 
<=> 3(cos4x - 1)(2sin X + 1) = 0 

<=> cos 4 x = 1 V sin X = - \ = sin 

2 







Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


<=> 4x = k27ĩ V X = - ^ + k27ĩ V X = —^ + k27ĩ 

6 6 


<=> 


krc 

X = —— V X = - 
2 


+ k27T V X = — ^ + k27ĩ, (k e z) 
6 6 v ' 



Ta cố : (*) <=> sin 6 X - 2sin 8 X + cos 6 X - 2cos 8 X = 0 
<=> sin 6 x(l - 2sin 2 x) - cos 6 x(2cos 2 X - l) = 0 

<=> sin 6 X cos 2x - cos 6 X. cos 2x = 0 
<=> cos2x(sin 6 X - cos 6 x) = 0 

<=> cos 2x = 0 V sin 6 X = cos 6 X 
<=> cos 2x = 0 V tg 6 x = 1 

2x = (2k + 1) ^ V tgx = ±1 
2 

<=> X = (2k + l)-^-vx = ±^ + k7ĩ 
n . kĩi , _ 

<=> X = — + —-,k ẽZ 

4 2 



Ta thấy X = k7ĩ không là nghiệm của (*) vì lúc đó 
cos X = ±1, cos 2x = cos 4x = cos 8x = 1 


(*) thành : ±1 = vô nghiệm 

16 

Nhân 2 vế của (*) cho 16 sin X ^ 0 ta được 

(*)<=> (16sinxcosx)cos2x.cos4x.cos8x = sinx và sinx^o 

<=> (8sin2xcos2x)cos4x.cos8x = sinx và sinx ^ 0 
<=>(4sin4xcos4x)cos8x = sinx và sinx ^ 0 

<=> 2sin8xcos8x = sinx và sinx ^ 0 
<=> sinl6x = sinx và sinx ^ 0 


k27ĩ 

-Cí> X = —— V X = 

15 


n kíi 

17 + 17 


(k.Z) 


Do : X = h7T không là nghiệm nên k lõm và 2k + 1 * 17n (n, m e z) 
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Thì cos 3x = cos (3t - 71) = cos (n - 3t) = - cos 3t 

Vậy (*) thành 8 cos 3 1 = - cos 3t 
<=> 8 cos 3 t = -4 cos 3 1 + 3 cos t 
<=> 12 cos 3 1 - 3 cos t = 0 
<=> 3 cos t (4 cos 2 t - l) = 0 

3 cos t [2 (1 + cos 2t) - l] = 0 
<=> cos t (2 cos 2t + 1) = 0 

o cos t = 0 V cos 2t = - — = cos — 

2 3 

<=> t = (2k + 1) ^ V 2t = ± ^ + k2ĩc 

<=>t = ^ + k7ĩvt = ±^ + k7ĩ 

2 3 

Mà X = t - ^ 

3 

Vậy (*)«> X = -^ + k27ĩ V X = kĩĩ V X = + kĩĩ, (vớik e z) 

6 3 

Ghi chú : 

Khi giải các phương trình lượng giác có chứa tgu, cotgu, có ẩn ở mẫu, hay 
chứa căn bậc chẩn... ta phải đặt điều kiện để phương trình xác định. Ta sẽ 
dùng các cách sau đây để kiểm tra điều kiện xem có nhận nghiệm hay 
không. 

+ Thay các giá trị X tìm được vào điều kiện thử lại xem có thỏa 
Hoặc + Biểu diễn các ngọn cung điều kiện và các ngọn cung tìm được trên cùng 
một đường tròn lượng giác. Ta sẽ loại bỏ ngọn cung của nghiệm khi cố 
trùng với ngọn cung của điều kiện. 

Hoặc + So vơi các điều kiện trong quá trình giải phương trình. 


Bài 43 : Giải phương trình tg 2 x - tgx.tg3x = 2(*) 
"cos X 0 


Điều kiện 


cos 3x = 4 cos 3 X - 3 cos X * 0 


n hxt 

<=> cos3x ^ 0 <=> X ^ — + — 

6 3 


Lúc đó ta có (*) <=>tgx(tgx - tg3x) = 2 
^sinx sin3x^ 


<=>- 


sin X 


cos X 


cosx cos3x 


= 2 


<=> sin X (sin X cos 3x - cos X sin 3x) = 2 cos 2 X cos 3x 
<=> sin X sin (-2x) = 2 cos 2 X. cos 3x 


<=> -2 sin 2 X cos X = 2 cos 2 X cos 3x 
<=> - sin 2 X = cos X cos 3x (do cos X ^ 0) 

<=> - ^ (1 - cos 2x) = i (cos 4x + cos 

<=> cos 4x = -1 o 4x = n + k2TT 
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k-TĨ /, 

ox = ^ + ^(k e Z) 
4 2 


so vđi điều kiện 


n kĩi 


3n 3k,t C±2l*0(nhận) 


J 


Cách 1 : Khi X = — + thì cos 3x = cos 
4 2 

Cách 2 : Biểu diễn các ngọn cung điều kiện và ngọn cung nghiệm ta thấy 
không cố ngọn cung nào trùng nhau. Do đó : 

7t kĩĩ 

(*)<=> X = + —r~ 

4 2 

Lưu ý cách 2 rất mất thời gian 
Cách 3 : 

_ 37Ĩ 3kĩĩ n , 

Nếu 3x = —- + — 7 — = - 3 - + hTC 

4 2 2 

Thì 3 + 6k = 2 + 4h 
<=> 1 = 4h - 6k 

<=>ì = 2h - 3k (vô lý vì k,heZ) 

2 



Bài 44: Giải phương trình 


11 


tg 2 x + cot g 2 x + cot g 2 2x = ^ (*) 


Điều kiện \ 


Do đó : 

í 1 


cos x^o 

sin X 0 <=> sin 2x^0 
sin 2x * 0 


(*)«• 


-1 


vcos X 


r 


+ 




-1 




+ 


<=> 


<=> 


<=> 


^sin 2 x ) ^sin 2 2x 
11 1 _ 20 
cos 2 X sin 2 X 4sin 2 xcos 2 x 3 
4 sin 2 X + 4cos 2 X + 1 20 


-1 


11 

~3~ 


4 sin 2 xcos 2 X 

5 _ 20 
sin 2 2x 3 


3 

<=>sin 2 2x = — (nhận do sin2x ^ 0) 

4 

<=> i (1 - cos4x) = ^ 

2 4 

1 2rc 

2 3 

p-TT 

<^4x = ±^ + k27ĩ 
3 

<=>x = ±-~ + (k e Z) 

6 2 v ’ 
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Chú ý : Cố thể dễ dàng chứng minh : tgx + cotgx = : 

sin 2x 

f 1 3 


Vậy (*)<=>(tgx + cot gx) - 2 + 


sin X 


-1 


) 


11 

y 


<=> 


5 _ 20 

sin 2 2x 3 


Bài 45 : (Đề thi tuvển sinh Đai hoc khôi D, năm 2003) 

Giải phương trình 



sin 2 

f X K 1 

tg 2 x - cos 2 — = 0(*) 


12 ~4j 

2 w 


Điều kiện : cos X 0 <=> sin X ^ ±1 
lúc đó : 


sin 2 X 1 


cos X 


1 K 

(*) <=> — 1 - cos X - — 


<=> 


<=> 


= 0 

<=> (1 + cos x) (- cos X - sin x) = 0 
cosx = -l(nhậndocosx ^ 0) 
tgx = -1 
X = n + ỵ.2n 

I 71 

X = - + k n 

4 


- ^[1 + cosx] = 0 


(1 - sinx) 

(l-cos 2 x) 

1 - sin 2 X 

1 - cos 2 X 

- (1 + cosx) = 

1 + sin X 


(1 + cosx) 

l-cosx 

1 

V / 

1 + sinx 


<=> 


Bài 46 : Giải phương trình 
sin2x(cotgx + tg2x) = 4cos 2 x(*) 


Điều kiện : 


ísinx * 0 
Ịcos2x ^ 0 


ísinx * 0 
[2cos 2 x-1^0 


ícosx ^ ±1 


<=> 


cosx ^ ±—— 

l 2 


„ ,__ , cosx 

Ta có : cot gx + tg2x = " + 

sin X 

_ cos 2x cos X + sin 2x sin X 
sinxcos2x 
cosx 

sinxcos2x 


sin2x 

cos2x 


Lúc đó : (*) <=> 2 sin X cos X 


/ cosx x 
v sinxcos2x y 


= 4 cos 2 X 
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1 Vã 

<=> - V sin 2x + cos 2x^0 

2 2 


<=> tg2x ^ V3 

Ta có: sin 4 X + cos 4 X = Ị sin 2 X + cos 2 x) - 2 sin 2 x.cos 2 X = 1 - ^sin 2 2x 

( f 7Ĩ ^ (n ^ 

Và: cotg x + -^ .cotg - X =cotg X +-^ .tg v +x =1 

V 3y v6 J V 3y v3 ) 


1 7 

Lúc đó: (*) <=> 1 - Vsin 2 2x = V 

2 8 

<=> - — (1 - cos4x) = 

4 V ; 8 

<=> cos4x = — 


. . n , 0 _ _ . n , k7ĩ 

<=> 4x = ± -4 + k2tt: <=> X = ± — 3 - + 


12 2 


(nhận do tg2x = ±^ \Ỉ3 ) 
3 


Bài 49: Giải phương trình 2tgx + cot g2x = 2sin2x + 1 (*) 

sin2x 


_.. ị cos 2x^0 . 

Điểu kiện: < . sin2x ^ 0 <» cos2x ^ ±1 

[sin2x ^ 0 

Lúc đó: (*) « + . " = 2sin2x + 

cosx sin2x sin2x 

<=> 4 sin 2 X + cos 2x = 2 sin 2 2x + 1 

<=> 4 sin 2 X + (l - 2 sin 2 x) = 8 sin 2 X cos 2 X + 1 

<=> 2 sin 2 X (l - 4 cos 2 x) = 0 
<=> 2 sin 2 X [l - 2 (1 + cos 2x)] = 0 

sin X = 0 (loại do sin 2x 0 => sin x^o) 

<=> 1 2n, , , 

cos 2x = -^ = cos VV(nhận do cos 2x ±1) 


<=> 2x = ± + k27ĩ (k € z) 

■e> X = ± — 4- kĩi, k e z 
3 
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Điều kiện : tgx - sin X ^ 0 <=> smx - sin X ^ 0 

cos X 

í sin X * 0 


sinx(l-cosx) 

<=> - v —* 0 <=> < 


cosx 


cos X * 0 <=> sin 2x * 0 
cosx * 1 


_ ,,, 3(sinx + tgxì.cotgx . 

Lúc đó (*)<=> - j- t - 7 s -Ậ — : -2(1 + cosx) = 0 


<=> 


<=> 


(tgx - sinx).cotgx 
3(cosx + l) . 

77 -- 2(1 + cosx) = 0 

h - rnsY v ’ 


(1 - cos x) 

3 

-2 = 0(dosinx^O nêncosX + 1 ^ 0) 


1 - cos X 
<=> 1 + 2cosx = 0 

<=> cosx = -ỉ (nhận so với điều kiện) 

2jt 

<=> X = ± — + k27T ,ke z 


Bài 52 : Giải phương trình 

(1 - cosx) 2 + (1 + cosx) 2 , 9 1, N , 9 

——tg xsinx = ^(1 + sinx) + tg x(*) 


4(1 - sinx) 


^ cosx ± 0 

Điểu kiện : \ «■ cosx^O 

[sin X * 1 

T^**,*^ 2(1 + cos 2 x) sin 3 x _1 /1 , 

Lúc đó (*)<=> - 77 -- 7 - 7“ - -— 9 =7 1 + sinx + — 

4(1 - sinx) 1 - sin 2 X 2 V ’ 1 


sin X 


- sin X 


<=> (1 + cos 2 x) (1 + sin x) - 2 sin 3 X = (1 + sin x) (1 - sin 2 x) + 2 sin 2 X 
<=> (1 + sinx) (1 + cos 2 x) = (1 + sin x) cos 2 X + 2 sin 2 X (1 + sin x) 

1 + sin X = 0 

1 + cos 2 X = cos 2 X + 2 sin 2 X 
sin X = -1 (loại do cos X * 0) 

1 = 1- cos 2x 


<=> 


<=> 


<=> cos2x = 0 


<=> 2x = -^ + k7i 
2 

<=> X = — + k (nhận do cosx * 0) 
4 2 


Bài 53 : Giải phương trình 

cos3x.tg5x = sin7x (*) 

Điều kiện cosõx ^ 0 

T . i 0 sinõx . _ 

Lúc đó : (*) <s> cos3x.—— = sin7x 

cosõx 
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<=> sin5x.cos3x = sin7x.cos5x 

<=> 4 [sin 8x + sin 2x] = 4 [sin 12x + sin 2x] 

<=> sin 8x = sin 12x 

<=> 12x = 8x + k27ĩ V 12x = n - 8x + k2ĩr 
k7i n . krc 

<=>x = —— V X = —— + — - 

2 20 10 

So lại với điều kiện 

X = thì cosõx = cos—4— = cos(loại nếu k lẻ) 

2 2 2 


n 


kĩi 


X = - T - + thì cos 5x = cos 
20 10 


7t 


krc 
4 + ~2 


^ 0 nhận 


7T k-TT 

Do đó : (*)<=> X = hít V X = , vđi k, h G z 

20 10 


Bài 54 : Giải phương trình 

sin 4 X + cos 4 X 


sin 2x 2 (tgx + c0tg2x h*) 


Điều kiện : sin2x ^ 0 

Ta có : sin 4 X + cos 4 X = (sin 2 X + cos 2 xì - 2 sin 2 xcos 2 X 

= 1-4sin 2 2x 

2 

t __ sinx cos2x 

tgx + cot g2x = + " 

cosx sin2x 

_ sin 2x sin X + cos X cos 2x 

cosxsin2x 

cos(2x-x) 1 

cosxsin2x sin2x 

1 - 4 sin 2 2x 

Do đó : (*) <=>-——-= —— 

sin 2x 2 sin 2x 

1 ..2« 1 


<=> 1 - ^ sin 2x = „ 

2 2 

<=>sin 2 2x = l (nhậndo sin2x * 0) 
<=>cos 2 2x = 0 


71 - - 

<=>2x = -r + k7ĩ, k ễZ 
2 

, krc 

<=>x = —+ —-,k eZ 

4 2 


Bài 55 : Giải phương trình 

tg 2 x.cotg 2 2x.cotg3x = tg 2 x - cotg 2 2x + cotg3x (*) 

Điều kiện : cosx ^ 0ASĨn2x ^ 0ASĨn3x ^ 0 
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<=> sin 2x ^ 0 A sin 3x ^ 0 

Lúc đó (*) cotg3x (tg 2 x cot g 2 2x - l) = tg 2 x - cot g 2 2x 

<=> cot g3x 

<í> cot g3x[(1 - cos 2x) (1 + cos 4x) - (l + cos 2x) (l - cos4x)] 

= (1 - cos2x)(l - cos4x) - (1 + cos4x)(l + cos2x) 

cotg3x[2cos4x - 2cos2x] = -2(cos4x + cos2x) 

cos3x r o„„. „1 Ắ „„„O-, . 

<í> - -4 sin 3x sin X = -4 cos 3x cos X 

sin 3x L J 

<=> cos 3x sin X = cos 3x cos X (do sin 3x * o) 

<=> cos3x = Ovsinx = cosx 

<=> 3x = + k7ĩ V tgx = 1 

2 

<=> X = ^ V X = + líT (k, 1 e z) 

6 3 4 v 

So vđi điều kiện: sin2x.sin3x ^ 0 

. K . k7i ., (n . 2k7ĩ^ị (n . 1 _ 

* Khi X = _ + —- thì sin - 7 - + —— . sin _ + k. 7 ĩ ^ 0 

63 V 3 3 J V 2 J 

. fl + 2 kì , „ 

<=> sin ——— n 0 

l 3 J 

Luôn đúng V k thỏa 2k + 1 ^ 3m (m e z) 

* Khi X = + Itc thì sin ^ + 2ỉn sin — + 31ĩt = ±-ệ- 0 

4 u J u J 2 

luôn đúng 

X = ^ , k e z A 2k ^ 3m -1 (m e z) 

Do đó: (*)<=> 6 3 

71 

X = — + Itĩ, 1 e z 
L 4 

Cách khác: 

(*) <=>cotg3x(tg 2 xcotg 2 2x-l) = tg 2 x-cotg 2 2x 

o cot g 3 x = ~ c °*£ 2x , = 

tg xcotg 2 x-l tg x-tg 2 x 

« cot g 3 x = (l + tg 2 x.tgx)(l-tg 2 x.tgx) 

(tg 2 x - tgx) (tg 2 x + tgx) 

<=> cot g3x = cot gx. cotg3x <=> cos 3x = 0 V sin X = cos X 

BÀI TẬP 


1 - cos2x Vl + cos4x 1 _l-cos2x l + cos4x 
1 + cos2x A 1 - cos4x ) l + cos2x l-cos4x 
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1. 

2 . 

3. 


_ ín n 3 

Tìm các nghiệm trên -y-,3n của phương trình: 

V 3 J 

sin í 2x + ^-1 - 3 cos ( X - -^1 = 1 + 2 sin X 


r n) , 

Tìm các nghiệm X trên 0,^ của phương trình 

V 

sin 2 4x - cos 2 6x = sin(10,57ĩ + lOx) 


sin X + sm zx + sin ox _ 
cos X + cos 2 x + cos 3 x 

c/ tg 2 X = ' • cosx 
1 - sin X 

d/ tg 2 x - tg 3 x - tg 5 x = tg 2 x.tg 3 x.tg 5 x 

, 4 2 

e/ cos —X = cos X 
3 

... 0 /^7 . f 7r^Ị 1 1 

^ 4 ) sinx cosx 

2 

i/ 2 tgx + cot g 2 x = s/3 + \ —— 

sin 2 x 

2 

h/ 3 tg 3 x + cot g 2 x = 2 tgx + — r J ^—- 

sin 4 x 

k/ sin 2 X + sin 2 2 x + sin 2 3 x = 2 

.. sin 2 x _ 

1 / -— ^ -+ 2 cos X = 0 

1 + sin X 

m/ V25 - 4 x 2 (3sin 2 tĩx + 8 sin ĩix) = 0 

, sinx.cotgõx 

n/ -——-= 1 

cos 9 x 

o/ 3 tg 6 x — 7 2 = 2 tg 2 x - cot g 4 x 

sin 8 x 

p/ 2 sin 3 xỊl - 4 sin 2 X) = 1 

, ,2 _ 1 + cosx 
q/ tg X = " " 7 _ 

1 - sin X 


r/ cos 3 X cos 3x + sin 3 X sin 3x = —- 


.4 X _ 4 X 5 

s/ sin — + cos — = — 


t/ cos 3 X - 4 sin 3 X - 3 cos X sin 2 X + sin X = 0 
u/ sin —+ COS — = l-2sinx 
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4. 


5. 


v/ sin 


w/ tg 4 x + 


( n > 

3x - — 

= sin 2x. sin 

^ 7ĩ^Ị 

X + — 

l 4; 


l 4 J 


1-í 


2 - sin 2 xìsin3x 


cos 4 X 


2 (1 X 

y/ tgx + cos X - cos X = sin X 1 + tg tgx 

V 2 , 

Cho phương trình: (2 sin X - l)(2cos2x + 2sinx + m) = 3 - 4cos 2 x(l) 

a/ Giải phương trình khi m = 1 

b/ Tìm m để (1) có đúng 2 nghiệm trên [0, n] 

( ĐS: m = 0vm<-lvm>3 ) 


Cho phương trình: 

4 cos 5 X sin X - 4 sin 5 X. cos X = sin 2 4x + m (l) 

Biết rằng X = n là một nghiệm của (1). Hãy giải phương trình trong trường 
hợp đó. 
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CHƯƠNG III. 

PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI VỚI CÁC HÀM SÔ LƯỢNG GIẤC 


a sin 2 u + b sin u + c = 0 

(a* 0 ) 

a cos 2 u + b cos u + c = 0 

(a* 0 ) 

atg 2 u + btgu = c = 0 

(a^O) 

a cot g 2 u + b cot gu + c = 0 

(a^O) 


Cách giải; 

Đặt : t = sinu hay t = cosu với |t| < 1 


t = tgu (điều kiện u 5 * + k.7ĩ) 

2 


t = cotgu (điều kiện u ^ k 7 ĩ ) 

Các phương trình trên thành: at 2 + bt + c = 0 

Giải phương trình tìm được t, so với điều kiện để nhận nghiệm t. 

Từ đó giải phương trình lượng giác cơ bẩn tìm được u. 


Bài 56: (Đề thi tuyển sinh Đại học khối A, năm 2002) 
Tìm các nghiệm trên (0,2 tĩ) của phương trình 


í 


sinx + 


cos3x + sin3x 
1 + 2 sin 2 x 


= 3 + cos2x(*) 


Điều kiện: sin2x ^ -(7 


2 

Ta có: sin3x + cos3x = Ị3sinx - 4sin 3 xj + Ịềcos 3 X - 3cosx) 
= -3(cosx - sinx) + 4(cos 3 X - sin 3 xj 
= (cos X - sin x) -3 + 4 Ịcos 2 X + cos X sin X + sin 2 X j 
= (cos X - sin x) (1 + 2 sin 2x) 

Lúc đó: (*) <=> 5[sinx + (cosx - sinx)] = 3 + (2cos 2 X - 1 ) 


r, Ì') 

do sin2x * -^r 

V 2 J 

<=> 2 cos 2 X - 5 cos X + 2 = 0 


<=> 


cosx = — 

2 

cosx = 2 (loại) 


■»x = ±^- + k27ĩ (nhận do sin 2 x = ±—^ * -Ậ) 
3 2 2 
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Do xe (0,2 tĩ) 


nên X = 


n 5n 

— V X = — 


3 3 


Bài 57: (Đề thi tuyển sinh Đại học khôi A, năm 2005) 
Giải phương trình: cos 2 3x.cos 2x - cos 2 X = 0(*) 


^ , ... l + cos6x ___ l + cos2x _ 

Ta có: (*) —,cos2x-— = 0 

2 2 

<=> cos6x.cos2x -1 = 0 (**) 

Cách 1 : (**) <=> [a cos 3 2x - 3cos2x)cos2x -1 = 0 
<=> 4 cos 4 2x - 3 cos 2 2x - 1 = 0 

r cos 2 2 x = 1 


<=> 


cos 2 2x = --k(vô nghiệm) 


<s> sin 2x = 0 


o 2x = krc <=> X = 


Y (k É Z) 


Cách 2 : (**) <=> ^(cos8x + cos4x) -1 = 0 
<=> cos 8x + cos 4x - 2 = 0 
<=> 2 cos 2 4x + cos 4x - 3 = 0 

r cos4x = 1 


<=> 


cos4x = --^-(loại) 

<=> 4x = k27ĩ <=> X = ~“(k e z) 


Cách 3: phương trình lượng giác không mẫu mực: 


(**) <=> 


cos6x = cos2x = 1 
cos6x = cos2x = -1 


Cách 4: cos 8x + cos 4x - 2 = 0 <=> cos 8x + cos 4x = 2 
<=> cos 8x = cos 4x = 1 <=> cos 4x = 1 


Bài 58: (Đề thi tuyển sinh Đại học khối D, năm 2005) 
Giải phương trình: cos 4 X + sin 4 X + cos 


( n^ 

sin 

( n > 

3x - — 

-®-0 

{ 4; 


l 4; 

2 


Ta có: 

(*) 

<=> Ị sin 2 X + cos 2 x) - 2 sin 2 xcos 2 X + 


sin 

(. 

4x - — 

+ sin2x 


l 2; 



-1 = 0 

2 
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1 9 1 3 

<=>1-4- sin 2 2x + 4 [- cos 4x + sin 2x1 --4 = 0 

2 2 L J 2 

1.0 1 / „ . o \ 1 1 

<=> - 4 sin 2 2x - 4 (1 - 2 sin 2 2x1 + 4 sin 2x - 4 = 0 
2 2 ' /2 2 

<=> sin 2 2x + sin 2x - 2 = 0 

sin2x = 1 

<=> . , . 
sin2x = -2 (loại) 

<=> 2x = 4 + k27ĩ, k e z 
2 

<=> X = 4 + kĩi, keZ 
4 


Bài 59; (Đề thi tuyển sinh Đại học khối B, năm 2004) 

Giải phương trình: 5 sin X - 2 = 3 (1 - sinx) tg 2 x (*) 


Điều kiện: cos X + 0 <=> sin X + ±1 
Khi đó: (*) <=> 5 sin X - 2 = 3 (l - sin x) 


sin 2 X 
cos 2 X 


<=> 5 sin X - 2 = 3 (1 - sin x) 


sin 2 X 
1 - sin 2 X 


<=> 5 sin X - 2 = 


3 sin X 
1 + sin X 


<=> 2 sin 2 X + 3 sin X - 2 = 0 


<=> 


sinx = ^(nhận do sin X + ±1) 
sinx = -2 (vô nghiệm) 


<=> X = + k27ĩ V X = ^ + k2ĩt (k e z) 


Bài 60 : Giải phương trình: 2sin3x— Ạ -— = 2cos3x4--—(*) 

sinx cosx 


Điều kiện: sin2x + 0 

Lúc đó: (*) <»2 (sin 3x - cos 3x) = —T — 4-— 


o 2 


3 (sin X + cos x) - 4 Ịsin 3 X + cos 3 X j 


smx cosx 

1 


sinx cosx 


<=> 2 (sin X + cos x) 3-4 Ị sin 2 X - sin X cos X + cos 2 X ) 
<s> (sinx + cosx) 1 ~ 


sinx + cosx 
sinxcosx 


-2 + 8sinxcosx - 


sinxcosx 


= 0 
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<S> (sinx + cosx) 


4sin2x - 


sin2x 


<=> 


sinx + cosx = 0 
4 sin 2 2x - 2 sin 2x - 2 = 0 


<=> 


-2 =0 
tgx = -1 

sin 2x = 1 V sin 2x = 


-l(nhận so với điều kiện) 


<=>x = --^- + k7iv2x = ^- + k2ft v2x = -^ + k2K V 2x = —^ + k2rc, k e z 
4 2 6 6 

<» X = ± — + k 7 TVX = --^ + k 7 lVX = + k 7 T, k E z 

4 12 12 


Bài 61 : Giải phương trình 


cos X Ị2 sin X + 3 V 2 ) - 2 cos 2 X - 1 


1 + sin 2x 


=1 (*) 


Điều kiện: sin2x ^ -1 <=> X ^ + m7ĩ 

4 

Lúc đó: 

(*) <=> 2 sin X cos X + 3 V 2 cos X - 2 cos 2 X - 1 = 1 + sin 2x 
<=> 2 cos 2 X - 3 V 2 cos X + 2 = 0 
V 2 r / 

<=> cos X = hay cos X = V 2 (vô nghiệm) 

2 


<=> 


X = + k27ĩ 

4 

n 


X = - + k' 2 tĩ( loại do điều kiện) 


<=> X = ^- + k27ĩ 

4 


Bài 62 : Giải phương trình: 

X 3x . . X . 3x 1 ..... 

cos X. cos —. cos —- - sin X sin — sin —= — * 
22 2 2 2 W 


Ta có: (*) <=> ^cosx(cos2x + cosx) + ^sinx(cos2x - cosx) 

<=> cos X. cos 2x + cos 2 X + sin X cos 2x - sin X cos X = 1 
<=> cos2x(cosx + sinx) = 1 - cos 2 X + sinxcosx 
<=> cos 2x (cos X + sin x) = sin X (sin X + cos x) 

<=> (cos X + sin x) (cos 2x - sin x) = 0 (* *) 

<=> (cos X + sin x) (1 - 2 sin 2 X - sin X) = 0 


1 

2 


<=> 


cosx = -sinx 
2 sin 2 X + sin X - 1 = 0 
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Ta có: (*) <=> 4cos 3 X + 6yf2 sinxcosx - 8cosx = 0 
<=> cos X Ị2 cos 2 X + 3 V 2 sin X - 4 ) = 0 

<=> cosx 2 Ị 1 - sin 2 x) + 3 V 2 sin X - 4 =0 

<=> cos X = 0 V 2 sin 2 X - 3 V 2 sin X + 2 = 0 
cosx = 0 

_ . _>/2 
<=> sin X = — — 

2 

sinx = V2(vô nghiệm) 

7t ì . V 2 . n 

<=> X = 77 + k 7 ĩ V sin X = —— = sin — 

2 2 4 

<=>x = ^- + k 7 ivx = ^- + k27ĩ V X = — + k27ĩ(k e z) 

2 4 4 v ' 

Bài 64 : Giải phương trình: 

( n \ ( K \ _ _ 
cos 2x +-7 + cos 2x--f + 4sinx = 2 + V2 (1 - sinx)(*) 

_ l 4j \ 4j _ v A _ 

(*) <»2 cos 2x. cos ^ + 4 sin X = 2 + V 2 (1 - sin x) 

<=> V 2 (1 - 2 sin 2 X ) + Ị 4 + V 2 ) sin X - 2 - V 2 = 0 
<=> 2 V 2 sin 2 X — Ị 4 + V 2 ) sin X + 2 = 0 

sin X = V2 (loại) 

<=> 2 sin 2 X - Í 2 V 2 + lj sin X + V 2 = 0 <=> ị 

L 2 

<=> X = -^ + k27ĩ hay X = + k2rc, k e z 

6 6 
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Bài 65 : Giải phương trình : 3 cot g 2 x + 2 V 2 sin 2 X = (2 + 3 V 2 ) cos X (*) 


Điều kiện: sinx ^ 0 <=> cosx ^ ±1 
Chia hai vế (*) cho sin 2 X ta được: 


(*) « 3 - 


cos 2 X 


_4 „ 

sm X 


2 V 2 = (2 + 3 V 2 ) C0S X và sin X ^ 0 

v ' sin X 


Đặt t = C0S 2 X ta được phương trình: 
sin X 

3 t 2 - (2 + 3V2) t + 2V2 = 0 

<=> t = V2 vt = 7 
3 

* \TAi 4. - 2 C0SX 

* Với t = — ta có: 

3 sin X 

<=> 3 cos X = 2 Ịl - cos 2 xj 

<=> 2 cos 2 X + 3 cos X - 2 = 0 
cosx = -2 (loại) 

cosx = ^-(nhận do cosx *±1) 


2 

3 


<=> X = + k27ĩ(k e z) 


Vđi t = V 2 ta có: 


cos X 


sin 2 X 

<=> cosx = V2(l-cos 2 xj 
<=> V 2 cos 2 X + cos X - V 2 = 0 
cos X = — s /2 (loại) 


= V2 




cos 


X = (nhận do cos X * ±1) 


<=> X = ±+ k27ĩ,keZ 
4 


Bài 66 : Giải phương trình: 


4 sin 2 2x + 6 sin 2 X - 9 - 3cos 2x 

-——-= 0 (* 

cos X 


Điều kiện: cosx^o 
Lúc đó: 

(*) <=>4 sin 2 2x + 6 sin 2 X - 9 - 3cos 2x = 0 
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<=> 4^1 - cos 2 2xj + 3(1 - cos2x) - 9 - 3cos2x = 0 
<=> 4 cos 2 2x + 6 cos 2x + 2 = 0 


<=> cos 2x = -1 V cos 2x = - 4- 

2 

<=> 2cos 2 X -1 = -1V 2cos 2 X - 1 = -ì 

2 

cosx = 0 (loại do điều kiện) 
cosx = ± —(nhận do cosx * 0) 

X = ±^- + k 27 ĩ V X = + k 27 ĩ(k e z) 

3 3 


1 2 

Bài 67: Cho f (x) = sinx + — sin3x + — sinõx 
w 3 5 

Giải phương trình: f '(x) = 0 


Ta có: f'(x) = 0 

<=> cos X + cos 3x + 2 cos 5x = 0 

<=> (cos X + cos 5x) + (cos 3x + cos 5x) = 0 

<=> 2 cos 3x cos 2x + 2 cos 4x cos X = 0 

<=> Ị4 cos 3 X - 3 cos xj cos 2x + Ị 2 cos 2 2x - 1 ) cos X = 0 


<=> 


<3> 


<=> 


(4 cos 2 X - 3)cos2x + 2cos 2 2x - 1 COSX = 0 

[2 (1 + cos 2x) - 3 ] cos 2x + 2 cos 2 2x -1 = 0 
cos X = 0 

4 cos 2 2x - cos 2x -1 = 0 
cos X = 0 


_ _ _ _ i±Vữ 

<=> cos 2x =- -7 -V cos X = 0 

8 

_ _ 1 + VĨ7 _« _ 1-VĨ7 

<=> cos 2x =---= cos a V cos 2x =--— = cos p V cos X = 0 


8 


8 


<=>x = ±-^ + kĩĩvx = ±ệ + k7T:vx = ^- + k7ĩ(keZ) 
2 2 2 v ’ 


17 

Bài 68 : Giải phương trình: sin 8 X + cos 8 X = 7-7 cos 2 2x(*) 


16 


Ta có: 
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._8 __ /_• 4 __ ._4 __\ 2 . 4_4 __ 

sin X + cos X = Ịsin x + cos X -2sin xcos X 

2 - ^ 1 ' 

= Ị sin 2 X + cos 2 xj -2sin 2 xcos 2 x -^sin 4 2x 

/ -I \2 -1 


í 1 o r 1 

= l-^sin 2 2x -4sin 4 2x 

l 2 J 8 

= 1 - sin 2 2x + Ậ sin 4 2x 


Do đó: 

(*) <=> 16 1 - sin 2 2x +-^ sin 4 2x = 17 (1 - sin 2 2xj 

V 8 j v ’ 

<s> 2 sin 4 2x + sin 2 2x - 1 = 0 


ữn 2 2x = -l(loại) 


1 <=> 77 (1 - cos4x) = 


sin 2 2x = — 


<=> cos4x = 0 <=> X = (2k + l)^,(keZ) 

8 


. 5x 


Bài 69 : Giải phương trình: sin^ = 5cos 3 x.sin —(*) 

2 2 


Nhận xét thấy: cos 7 “ = 0 <=> X = TC + k27ĩ <=> cosx = -1 

Thay vào (*) ta được: 

^ 5n 1 (n 1 

sin ^2- + 5kĩi =-5.sin -^ + k7ĩ , không thỏa Vk 

l 2 ) u J 

Do cos — không là nghiệm của (*) nên: 

2 

_ • 5x _x 2 „ . X X _x 

*<=> sin —. cos — = 5 cos X. sin — cos — và cos — * 0 
w 2 2 2 2 2 

1 5 x 

<=> 4 (sin 3x + sin 2x) = -- cos 3 X. sin X và cos — ^ 0 
2 V '2 2 

. o . o X 

<=> 3 sin X - 4 sin X + 2sinxcosx = 5cos x.sinx và cos^^o 


„ x , rv 

cos -T- * 0 
2 

3-4sin X + 2cosx = 5cos X V sinx = 0 

[ „ 

cos * 0 

2 

5cos x-4cos X - 2cosx + 1 = 0 V sin^- = 0 

2 
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cosx ^ -1 


(cos X - 1)Ị5 cos 2 X + cos X - 1 ) = 0 V sin ^ = 0 


cos X ^ -1 


cos X = 1 

<-> _ -1 + V2Ĩ 

cos X =-—-— = cos a 

10 

__ -I-V2Ĩ „ 

cos X =- —7 -= cos B 

10 


<=> X = k2 n hay X = ±a + k2 n hay X = ±p + k27ĩ, (k G z) 
Bài 70 : Giải phương trình: sin2x(cotgx + tg2x) = 4cos 2 x(*) 


Điều kiện: cos 2x ^ 0 và sin X * 0 <=> cos 2x ^ 0 A cos 2x ^ 1 

„ . _ cosx sin2x 

Ta có: cotgx + tg2x = —;——4-—— 

sinx cos2x 

_ cos 2x cos X 4- sin 2x sin X 

sinxcos2x 


sinxcos2x 

T . ^ . ( cosx 'ì . 2 

Lúc đó: (*) <=> 2sinx.cosx ——-—— — =4cos X 

l v sinxcos2x J 

cos 2 X _ 2 

<=> = 2 cos X 

cos 2x 

<=> (cos 2x 4- 1 ) = 2 cos 2x (cos 2x + 1 ) 

<=> (cos 2x 4-1) = 0 hay 1 = 2 cos 2x 

<=> cos 2x = -1 V cos 2x = i (nhận do cos 2x 0 và cos 2x 1 ) 

<=> 2x = n + k27t v2x = í^ + k27t, keZ 

3 

71 , K 

X = _ 4- kĩĩ V X = ì _ 4- kĩĩ,keZ 

2 6 


Bài 71 : Giải phương trình: 2cos 2 + l = 3cos^-(*) 


„ ... (. 12x ] ( 2 4x 

Ta có : (*) <=> 1 + cos—4-1 = 3 2cos — 7 --I 

l 5 J { 5 J 

„ 0 4x „ 4x 2 4x 

<=> 2 4- 4 cos — - 3 cos — = 32 cos-1 
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4 

Đặt t = cos z x(điều kiện |t| < 1) 

Ta cố phương trình : 

4t 3 -3t + 2 = 6t 2 -3 

<=> 4t 3 - 6t 2 - 3t + 5 = 0 
<=> (t -l)(4t 2 -2t-5) = 0 

1-V2Ĩ 1 + V2Ĩ 

<=ỉ> t = 1V t = -—-— V t = ——— (lọai) 

4 4 v ’ 


Vậy 

4x 1 4x 

• cos — = 1 <=> — = 2kĩĩ 

5 5 

5k7ĩ /, ry\ 

« Ẵ "y( keZ ) 

4x I-V 2 Ĩ _ . n , 

• cos— 1 = —-— = cosa(với 0 < a < 27ĩJ 


4x , 

<=> —P 1 = ±a + E2n 
5 

, 5a £5n , _ . 



. 7Ĩ 7Ĩ 

Đặt t = X- — X = — + t 

4 4 


^ 7Ĩ ^ 
— 4* t 

4 


(*) thành : tgt = tg 
2tgt 

t = ^TV 

1-tgt 

<=> tg 3 t -tg 4 t = 2tgt 

<=> tgt (tg 3 t - tg 2 t + 2 ) = 0 

<=> tgt(tgt + l)(tg 2 t -2tgt + 2 ) = 0 

<=> tgt = 0 V tgt = -l(nhận so điều kiện) 

71 

<=>t = k7ĩ;vt = - — + kĩĩ, k e z 

4 


- 1 = ^ + - 1 với cos t ^ 0 A tgt ^ 1 

1-tgt 


Vậy (*) 

TC 

<=> X = -y ktt hay X = k7t,k eZ 
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Bài 73 : Giải phương trình 


sin 4 2x + cos 4 2x 


tg 


n ^ 

—-X 

4 J 


tg 


n ^ 
—+ x 

4 y 


= cos 4 4x (*) 


Điều kiện 

(K ''l ^ 

sin —-X cos 

u 


sin 


Í-Ịl ^ 
—+ x 

4 


cos 


7Ĩ 
—-X 

4 

71 

—+ x 

4 


*0 




*0 


sin 


sin 


^-2x' 

v2 


*0 


71 _ 

—+ 2x 


*0 


<=> cos 2x 0 <=> sin 2x ±1 
Do : 

í n V (n ) 1-tgx 1 + tgx 

tg -f-x tg -y + X = * & / & 

\4 J [4 J 1 + tgx 1-tgx 

Khi cos2x ^ 0 thì: 

(*) sin 4 2x + cos 4 2x = cos 4 4x 

<=>1-2 sin 2 2x cos 2 2x = cos 4 4x 

<=> 1 - ị- sin 2 4x = cos 4 4x 
2 


= 1 


<=> 1 - ^-(l - cos 2 4x) = cos 4 4x 

<=> 2 cos 4 4x - cos 2 4x -1 = 0 
cos 2 4x = 1 

cos 2 4x = -^-(vô nghiệm) 


<=> 1 - sin 2 4x = 1 


<=> sin 4x = 0 

<=> 2 sin 2x cos 2x = 0 

sin2x = 0(do cos2x * 0) 

71 

<=> 2x = k7t,keZ <=>x = k- 7 ,keZ 

_ 2 __ 

1 2 

Bài 74 :Giải phương trình: 48- -7 -—(l + cotg2xcotgx) = 0(*) 

cos X sin X 


Điều kiện : sin2x * 0 
Ta có : 

, _ , , cos2x cosx 

l + cotg2xcotgx = 1+ — ■——— 

sin2x sinx 

sin 2x sin X + cos 2x cos X 

sin X sin 2 X 

cosx 1 , _, _N 

= ■ 2 ( do cosx^O 

2sin xcosx 2 sin X 


cos 4 X sin 4 X 


Lúc đó (*) <=> 48 
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. 1 1 sin 4 x + cos 4 x 

<»48 =—=—+ —T = — 

cos X sin X sin X cos X 
<=> 48 sin 4 X cos 4 X = sin 4 X + cos 4 X 

<=> 3 sin 4 2x = 1 - 2 sin 2 X cos 2 X 



<=> ^-(l-cos4x) = ^ 

<=> cos4x = 0 

<=> 4x = -- + k7ĩ 
2 

n krc Ị _ 

» X = - + — ke z 

8 4 v ’ 



Ta có : (*) 

» (sin 8 x-2sin 10 x) + (cos 8 x-2cos 10 x) = ^-cos2x 


» sin 8 x(l-2sin 2 x)-cos 8 x(-l + 2cos 2 x) = —cos2x 
» sin 8 x.cos2x -cos 8 xcos2x = — cos2x 

4 

<=> 4cos2x(sin 8 X -cos 8 x) = 5cos2x 

<=>cos2x = 0 hay 4(sin 8 X - cos 8 x) = 5 

»cos2x = 0 hay 4(sin 4 X -cos 4 x)(sin 4 X + cos 4 x) = 5 

f 1 . ,3 

» cos2x = 0 hay 4 l-^-sin 2x =5 

V 2 ) 

<=> cos2x = 0 hay-2sin 2 2x =1(VÔ nghiệm) 

<=> 2x = ^- + kn,keZ 
2 

n , k7ĩ , 

» X = —+ ^-,keZ 

4 2 

Cách khác : Ta có 4(sin 8 x-cos 8 x) = 5 vô nghiệm 
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Vì (sin 8 x-cos 8 x) < l,Vx nên 4(sin 8 X-cos 8 x) < 4< 5,Vx 

Ghi chú : Khi gặp phương trình lượng giác dạng R(tgx, cotgx, sin2x, cos2x, tg2x) 
với R hàm hữu tỷ thì đặt t = tgx 

T ,<« AA _ 2t ,„0 ° 2t _ 1_t2 

LÚC đó tg2x = -—-^-,sin2x = -—-i5-,cos2x = -—- 7 T- 

1 - t 1 + t 1 + t 2 


Bài 76 : (Để thi tuyển sinh Đại học khôi A, năm 2003) 
Giải phương trình 

cot gx - 1 = cos + sin 2 X - \ sin 2x (*) 

1 + tgx 2 w 


Điều kiện : sin2x ^ Ovà tgx * -1 
Đặt t = tgx thì (*) thành : 

1-t 2 


1-t _ 1-t 1 2t 2 _1_ 

^ t ~l + t 2 + 2'l + t 2 1 +1 2 
1-t t 2 -2t + l (1-t) 2 
1 + t 2 1 + t 2 
<=>(l-t)(l + t 2 ) = (l-t) 2 t 


1 2t 
2'1 + t 2 

-(dot -1) 


1 — t = 0 t = 1 (nhận do t ^ -1) 

1 + t 2 = (l - t)t 2t 2 -1 + 1 = 0(vô nghiệm) 


Vậy (*) <=> tgx = 1 <=> X = + k.71 (nhận do sin2x = 1^0) 


Bài 77 : Giải phương trình: sin 2x + 2tgx = 3 (*) 

Điều kiện : cosx ^ 0 
Đặt t = tgx thì (*) thành : 

+ 2t = 3 

1 + t 2 

<=>2t + (2t-3)(l + t 2 ) = 0 
<=> 2t 3 - 3t 2 + 4t - 3 = 0 
«(t-l)(2t 2 -t + 3) = 0 
"t = 1 

2t 2 - t + 3 = 0 (vô nghiệm) 

Vậy (*) <=> tgx = 1 <=> X = ^ + kĩi (k e z) 
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<=>^^ = 1 (dot^O) 

<=> t 2 = 3 <=> t = ±V3 (nhận do t * 0) 
Vậy (*) <^tgx = tgf±^1 


71 

<=> X = ±-r + k7ĩ, ke z 
3 



Điều kiện : cosx ^ 0 
Đặt = tgx thì (*) thành : 


°( 1 - t > í ỈTf - 1 + t 

t = _1 Pt = -1 

L 1 +1 2 L 

<=>t = -lvt = 0 



Ta có (*) 2 cos 2 X - (2m + 1) cos X + m = 0 
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<=> < 


t = cos X ([t] < l) 

2t 2 - (2m + 1) t + m = 0 
t = cos X ([t] < l) 




t = Tvt = m 

2 


a/ Khi m = ^ , phương trình thành 
2 

cos X = — V cos X = — loại 
2 2 v ’ 

<=> X = + k27t(k e z) 


b/ Khi X G 


n 3n 
2’~2 


thì cosx = te [-1,0) 


Do t = ^ Ể [-1,0] nên 
2 


(*) có nghiệm trên 


n 3n 

2’T 


<=> m e - 


[- 1 . 0 ) 



Bài 81 : Cho phương trình 

(cos X + 1) (cos 2x - m cos x) = m sin 2 X (*) 

a/ Giải (*) khi m= -2 


b/ Tìm m sao cho (*) có đúng hai nghiệm trên 


0 >¥ 

3 


Ta có (*)<=> (cos X + 1 )(2 cos 2 X -1 - m cos x) = m (1 - cos 2 x) 

<=>(cosx + l)[2cos 2 X -1 - mcosx - m(l - cosx)] = 0 

<=>(cosx + l)(2cos 2 X -1 - m) = 0 
a/ Khi m = -2 thì (*) thành : 

(cos X + 1) (2 cos 2 X + 1 ) = 0 

<=> cosx = -1 
<=> X = n + k27t(k e Z) 

b / Khi X e 


27Ĩ 

thì cos X = t € 

1 

0,— 

--,1 

L 3 _ 


2 



Nhận xét rằng với mỗi t trên 


0,^ 

3 


-I - 1 


ta chỉ tìm được duy nhất một X trên 


Yêu cầu bài toán <=>2t 2 -1 - m = 0 có đúng hai nghiệm trên 


-I ' 1 
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Xét y = 2t 2 - 1(P)vày = m(d) 



Vậy (*) có đúng hai nghiệm trên 



<=> (d) cắt (P) tại hai điểm phân biệt trên 

<t> -1 < m < — 


2 


1 

2 


,1 


Bài 82 : Cho phương trình (1 - a)tg 2 x--— + 1 + 3a = 0(1) 

cosx 


a/ Giải (1) khi a = 


1 

2 


b/ Tìm a để (1) có nhiều hơn một nghiệm trên 


V 





Điều kiện : cosx^0<»x^^ + k7ĩ 

2 

(1) <=> (1 - a) sin 2 X - 2 cos X + (1 + 3a) cos 2 X = 0 
<=> (1 - a) (l - cos 2 x) - 2 cos X + (1 + 3a) cos 2 X = 0 
<=> 4a cos 2 X - 2 cos X + 1 - a = 0 
<=> a (4 cos 2 X - 1 ) - (2 cos X -1) = 0 
<=> (2 cos X -1) [a (2 cos X +1) - 1 ] = 0 


a/ Khi a = ^ thì (1) thành : (2cosx - 1) cosx - ^ 


= 0 


1 7T / 

<=>cosx = ^ = cos-Hnhậndocosx * 0) 

2 3 


<=>X = ±^- + k 27 ĩ:(k e z) 


í -n-A 


b/ Khi X e 


0,-^- thì cosx = t e (0,1) 

V 2 ) 
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Ta có : (1) <=> 


cosx = t = ^ e (0,1) 

2 

2acosx = 1 - a(2) 


Yêu cầu bài toán <=> (2) có nghiệm trên (0,1) \ Ị-^l <=> 


a 0 
n „ 1 - a 
2a 

1-a 1 

l 2a * 2 




a * 0 
1 - a 
2a 

1 - 3a 


> 0 
<0 




2a 

[2(1 - a) 2a 
Cách khác : dăt u = 


0 < a < 1 

a<0va>-o{ 

3 

1 

ã * — 

2 


^ < a < 1 
3 

, 1 
2 


1 


cosx 


điều kiện u> 1; pt thành 


(1 - a) (u 2 - 1) - 2u + 1 + 3a = 0 <=> (1 - a) u 2 - 2u + 4a = 0 
<=> (u - 2) [ (1 - a)u - 2a ] = 0 


Bài 83 : Cho phương trình : cosềx + 6sinxcosx = m(l) 
a/ Giải (1) khi m = 1 


b/ Tìm m để (1) có hai nghiệm phân biệt trên 


0 , 


n 


Ta có : (1) <=> 1 - 2 sin 2 2x + 3sin2x = m 
t = sin2x(|t| < l) 

2t 2 - 3t + m -1 = 0(2) 
a/ Khi m = 1 thì (1) thành 


e>< 


ít = sin2x(|t| < l) 
2t 2 - 3t = 0 




t = sin2x(|t| < l) 
t = 0 V t = ^(loại) 


<=>sin2x = 0 <=> X = 


kĩĩ 


b/ Khi X e 




thì sin 2x = t e [o, 1] 


Nhận thấy rằng mỗi t tìm được trên [0,1] ta chỉ tìm được duy nhất một 


X e 




Ta có : (2) -2t 2 + 3t + 1 = m 

Xét y = -2t 2 + 3t + 1 trên [0,1] 
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Thì y' = -4t + 3 



Yêu cầu bài toán <=> (d) y = m cắt tại hai điểm phần biệt trên [0,1] 
17 

<»2 < m < —- 

8 


Cách khác :đặt f(x) = 2t 2 - 3t + m -1. Vì a = 2 > 0, nên ta có 


A=17-8w?>0 


Yêu cầu bài toán <=> 


/ (0) = m-l>0 17 

</(l)=m-2>0 

o 

I 2 4 


Bài 84 : Cho phương trình 

4cos 5 x.sinx - 4 sin 5 xcosx = sin 2 4x + m(l) 

a/ Biết rằng X = n là nghiệm của (1). Hãy giải (1) trong trường hợp đó. 
b/ Cho biết X = là một nghiệm của (1). Hãy tìm tất cả nghiệm của (1) thỏa 

X 4 - 3x 2 + 2 < 0 _ 

(1) <=>4sinxcosx(cos 4 X - sin 4 x) = sin 2 4x + m 

<=>2sin2x[cos 2 X - sin 2 x)Ịcos 2 X + sin 2 x) = sin 2 4x + m 

<=> 2 sin 2x. cos 2x = sin 2 4x + m 

<=> sin 2 4x - sin 4x + m = 0 (1) 


a/ X = n là nghiệm của (1) =>sin 2 4 n - sin 471 + m = 0 
=>m = 0 

Lúc đó (1) <»sin4x(l - sin4x) = 0 
<=> sin 4x = 0 V sin 4x = 1 

<=> 4x = kĩĩ V 4x = L + k27ĩ 

2 

k7ĩ K kĩĩ 

<=> X = — 1 V X = _ + (k e Z) 

4 8 2 v ’ 

4 ọ n n ít = X 2 > 0 ít = X 2 > 0 

b/ X - 3x + 2 < 0 <» <! _<=><! 

[t 2 - 3t + 2 < 0 [l < t < 2 











Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


<=>1<X 2 <2<=>1<|x|<V2 

<=>-V2<x<-lvl<x<V2(*) 

X = - thì sin4x = siní--^ 1 =-1 

8 l 2 J 

X = - ^ là nghiệm của (1) => 1 + 1 + m = 0 
8 

=^>m = -2 

Lúc đó (1) thành : sin 2 4x - sin4x -2 = 0 
ít = sin4x(với|t| < l) 

^|t 2 -t-2 = 0 

Ịt = sin4x(với|t| < l) 

Ịt = -1 V t = 2 (loại) 

<=>sin4x = -1 

<=>4x = -^ + k27ĩ 

2 

n kĩi 

<=>x = -~z: + —- 

8 2 

Kết hợp với điều kiện (*) suy ra k = 1 

Vậy (1) có nghiệm X = thỏa X 4 - 3x 2 + 2 < 0 

_ & _ 8 2 8 _ 

Bài 85 : Tìm a để hai phương trình sau tương đương 

2cosx.cos2x = 1 + cos2x + cos3x (1) 

4 cos 2 X - cos 3x = a cos X + (4 - a) (1 + cos 2x) (2) 


Ta có : (1) <=>cos3x + cosx = 1 + cos2x + cos3x 


<=> cos X = 1 + (2 cos 2 X - 1 ) 
<=>cosx(l - 2cosx) = 0 


<=> cos X = 0 V cos X = — 

2 

Ta có : (2) <=> 4 cos 2 X - Ị4 cos 3 X - 3 cos X j = a cos X + (4 - a) 2 cos 2 X 

•e> 4 cos 3 X + (4 - 2a) cos 2 X (a - 3) cos X = 0 
cos X = 0 

<=> , o , ^ s 

4cos X + 2 (2 - a) cos X + a - 3 = 0 

( L 

<=> cos X = 0 hay cos X - [2 cos X + 3 - a] = 0 

V 2yl 

1 , ,__a-3 

cns X = 0 V cns X = — V cns X = --- 


<=> cos X = 0 V cos X = _ V cos X = —— 

2 2 
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Vậy yêu cầu bài toán 

— = 0 


<=> 


a - 3 _ 1 
“ 2 


2 

a - 3 


<=> 


-ị a — 3 1 

< -1 V-> 1 


a = 3 
a = 4 

a < 1V a > 5 


Bài 86 : Cho phương trình : cos4x = cos 2 3x + asin 2 x (*) 

a/ Giải phương trì nh khi a = 1 

b/ Tìm a để (*) có nghiệm trên 

( n b 

0,— 

l 12 J 



1/ a / 

Ta có : (*) cos4x = ^(1 + cos6x) + -^-(1 - cos2x) 

2 2 

<=> 2 Ị 2 COS 2 2x - 1 ) = 1 + 4cos 3 2x - 3cos2x + a(l - cos2x) 
r t = cos2x (|t| < 1 ) 

2(2t 2 - 1 ) = l + 4t 3 -3t + a(l-t) 
t = cos2x (|t| < 1 ) 

-4t 3 + 4t 2 + 3t - 3 = a (1 -1) 

1 = cos2x (|t| < 1 ) 

(t-l)(-4t 2 + 3 ) = a(l-t) (**) 

a/ Khi a = 1 thì (*) thành : 
t = cos2x (|t| < 1) jt = cos2x (|t| < 1) 
(t-l)(-4t 2 +4) = 0^Ịt = ±l 

Oxr-ui ^ _ 1 


<=> < 


<=> < 


<=> < 


<=> cos 2x = ±1 <=> cos 2 2x = 1 


<=> sin 2x = 0 <=> 2x = k 7 ĩ <=> X = ^ ,(keZ) 

2 

( Tl 3 ( 7 

b/ Ta CÓ : xe 0 ,- 7 - <=> 2x e 0,-; 

l 12J { ẽ 

Vậy (**) <=> (t-1) Ị-4t 2 + 3 ) = a (1 -1) 

<=> 4t 2 - 3 = a (do t * 1) 


s 


Xét y = 4t 2 - 3 (p) trên 

=> y ' = 8t > 0 vt G 


s 




2 fl 



V 
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r K \ , _ (Jã 

Do đó (*) có nghiệm trên 0, ^ <s> (d): y = a cắt (p)trên -^-,1 

V 2 ) l 2 J 


<=> y - 77 - < a < y(l) 

V 2 7 

<=> 0 < a < 1 


BẰITẮP 

Giải các phương trình sau : 
a/ sin4x = tgx 

1 Ị . 4„ , • 4„f„ , 9 

b/ sin X + sin X X + — + sin X - — = — 


c/ tgx + cot gx = 4 

sin X (3v2 - 2 cos X 1 - 2sin 2 X - 1 

d/-A.- —11 -= 1 

1 - sin 2x 

e/ 4 cos 4 X + 3 V 2 sin 2x = 8 cos X 

1 1 2 


r— 71^ . r 7^ 

h/ v2 (2sinx - 1) = 4 (sin X - 1) - cos 2x +-7 -sin 2x +-7 

v ’ y > { 4 ) { 4 ) 

4x 2 „ 
w pns- = rns Y 


k/ cos— 7 - = cos X 

3 

1 / tg ^. cos X + sin 2x = 0 
2 

m/ 1 + 3tgx = 2 sin 2x 

n/ cot gx = tgx + 2tg2x 

, „ 2 3x _ 4x 

p/ 2 cos — + 1 = 3 cos —— 
5 5 

q/ 3cos4x - 2cos 2 3x = 1 
r/ 2 cos 2 ^ + 1 = 3 cos 2x 


s/ cosx + tg^ = 1 
2 

t/ 3tg2x - 4tg3x = tg 2 3x.tg2x 

u/ cos X. cos 4x + cos 2x. cos 3x + cos 2 4x = 


9 ọ ọ n 3 

v/ cos X + cos 2x + cos 3x + cos 4x = — 


w/ sin 4x = tgx 
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, 6 • 13 2 n 

x/ cos X + sin X = — cos 2x 

8 



{ 3tĩ 

x^ 

1 • 1 

( n 

3x^1 

sin 

— 

— 

= — sin 

— + — 


ao 

2; 

2 1 

ao 

2 J 


sin 6 X + cos 6 X = a sin 2x ( 1 ) 
a/ Giải phương trình khi a = 1. 

b/ Tìm a để (1) có nghiệm 


(ĐS : a >4) 
1 1 4 


Cho phương trình 
cos 6 X + sin 6 X 
cos 2 X - sin 2 X 


= 2mtg2x (1) 


a/ Giải phương trình khi m = -1 

8 

b/ Tìm m sao cho (1) có nghiệm 

Tìm m để phương trình 

sin 4x = mtgx có nghiệm X ^ k7ĩ 


Tìm m để phương trình : 

cos 3x - cos 2x + m cos X -1 = 0 


(ĐS : |m > y-) 
1 1 8 


r 1 a 

l 2 J 


( jr _ 3 

có đúng 7 nghiệm trên (ĐS:l<m<3) 

V 2 

Tìm m để phương trình : 

4Ịsin 4 X + cos 4 xj - 4Ịsin 6 X + cos 6 xj - sin 2 4x = m có nghiệm 


1 . ^ 

ĐS:--<m<l 


V 


8 


) 


Cho phương trình : 

6 sin 2 X - sin 2 X = mcos 2 2x (1) 
a/ Giải phương trình khi m = 3 
b/ Tìm m để (1) có nghiệm 

Tìm m để phương trình : 


(ĐS :m > 0) 


m 


sin X + cos 4x + — sin 4x - 

4 4 

có hai nghiệm phân biệt trên 


(2m +1) 2 


sin X = 0 


cK 


4 2 


ĐS :2V5-4 < m < 4 

2y 


Tìm m để phương trình : 

sin 6 X + cos 6 X = mỊ^sin 4 X + cos 4 xj có nghiệm 
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1 

ĐS:ị 

2 


10. Cho phương trình : 

cos 4x = cos 2 3x + a sin 2 X 


( n 

Tìm a để phương trình có nghiệm xe 0,^ 

V 2 


(ĐS:0 


< m < 1 


< a < 1) 
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CHƯƠNG IV 

PHƯƠNG TRÌNH BÂC NHÂT THEO SIN VÀ COSIN 


PHƯƠNG TRÌNH cổ ĐIÊN 


asinu + bcosu = c(*).(a,b e R \ |0|) 

Cách 1 : Chia 2 vế phương trình cho Va 2 + b 2 0 

Si b 

Đặt cosa = 7 và sina = —===== với a e r0, 2 tt;1 

TỹTìỹ TTTĩỹ 1 J 


Thì (*) <=> sin u cos a + cos u sin a = 


/a 2 + b 2 


<=> sin(u + a) = , 

' 

Cách 2 : 

Nếu u = 71 + k27T là nghiệm cứa (*) thì : 
a sin n + b cos 71 = c <=> -b = c 

Nếu u ^ 7Ĩ + k27T đặt t = tg^ thì (*) thành : 

2 

2t , 1 - t 2 
a -——9 + b- —- 0 - = c 
1 + 1 2 1 + 1 2 

<=> (b + c) t 2 - 2at + c - b = 0 (1) (với b + c * 0) 

Phương trình có nghiệm <=> A’ = a 2 - (c + b)(c - b) > 0 
<=> a 2 > c 2 - b 2 <=> a 2 + b 2 > c 2 

Giải phương trình (1) tìm được t. Từ t = tg^ ta tìm được u. 

2 


Bài 87 : Tìm X 6 thỏa phương trình : cos7x - y/3 sin7x = -y[2 (*) 

_ V 5 7 ) _ 

• 1_: _ /ití\ _ r\ 4 .. _ . 


Chia hai vế của (*) cho 2 ta được : 

^ „„„ 1-7 v/3 . _ V 2 

w 2 2 2 

. n _„ , „„„ n . r, V 2 

<=> - sin — cos 7x + cos — sin 7x = —— 



. „ n . n 

<=> sin 7x - — =sin — 


<» 7x - ^ + k27ĩ hay 7x - ^ + h27t, (k,heZ) 

6 4 6 4 v 7 

5 tc k2;r , 11 tc h2ĩt , , 

<=> X = —— H——— hay X = —— H———, k , h G z 
84 7 84 7 

_ _ f 2n 6tư , 

Do xe nên ta phải có : 
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2n 5n k2jt 6 rc , 2 n 117Ĩ h27T 6n ,, , , 

—— < —7 + ——— < - 3 - hay —- < 333 + _ < - 3 - ( k, h e z) 

5 84 7 7 5 84 7 7 

_ 2 5 , k2 6 , _ 2 11 h2 6 ,, , \ 

5 84 7 7 5 84 7 7 

Suy ra k = 2, h = 1,2 

T7i Ỗ7I , 4 ti 53 ll7t 27Ĩ 35 

Vậy X = 33 + 33 = 33 n V X = 3 — + 33 = 33 n 

84 7 84 84 7 84 

Htĩ 47ĩ 59 

V X = 333 + 33 = 3 — n 

84 7 84 


Bài 88 : Giải phương trình 

3sin 3x - V 3 cos 9x = 1 + 4 sin 3 3x (*) 


Ta có : (*)<=> (3 sin 3x - 4 sin 3 3x) - V 3 cos 9x = 1 
<=> sin 9x - V 3 cos 9x = 1 


1 . Vã „ 1 

<=> 3 sin 9x - - 3 - cos 9x = 3 

2 2 2 


<=> sin 


í n \ 

9x-3 

V 3y 


1 . 71 

= 3 = sin 3 

2 6 


n 5n 


<» 9x - 3 = 3 + k2rc hay 9x - 3 = + k27t, k e z 

3 6 3 6 

TC k2ĩt , 7 tĩ k27T , 

e>x = 3t—3— hay X = 3— H—3— ,k e z 

18 9 54 9 


Bài 89 : Giải phương trình 




( 1 ^ 

= 0(«) 

tgx - sin 2x - cos 2x + 2 

2cosx-—— 

ly cosx; 



Điều kiện : cosx ^ 0 


Lúc đó : (*) <=> smx - sin 2x - cos 2x + 4 cos X- = 0 

cosx cosx 

<=> sin X - sin 2x cos X - cos X cos 2x + 4 cos 2 X - 2 = 0 

<=> sin X ịl - 2 cos 2 X j - cos X cos 2x + 2 cos 2x = 0 

<=> - sin X cos 2x - cos X cos 2x + 2 cos 2x = 0 
<=> c os 2x = 0 hay - sin X - cos X + 2 = 0 

cos2x = o|nhận do cos2x = 2cos 2 X-1 = 0 thìcosx^O 

<z> 

sinx + cosx = 2 Ị vô nghiệm vì 1 2 +1 2 <2 2 ) 

<=> 2x = (2k + l)^,keZ 
2 

X k:ĩ _ 

<=> X = — + —3—, k e z 
4 2 
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Jõ 1 

Bài 90 : Giái phương trình 8sinx = ———I— 7 ——(*) 

cos X sin X 

Điều kiện : sin2x ^ 0 

Lúc đó (*) » 8sin 2 X cos X = V 3 sin X + cos X 
<»4(1- cos 2x) cos X = V3 sin X + cos X 

» -4 cos 2x cos X = V 3 sin X - 3 cos X 
<=> -2 (cos 3x + cos x) = V 3 sin X - 3 cos X 


Q _ V 3 1 

<=> cos 3x = - —— sin X + — 
2 2 


» cos 3x = cos 


í 

X + — 


cosx 


» 3x = X + -^ + k27ĩ V 3x = -X - 7 + k27ĩ 
3 3 


ÍI 1_ __ kĩi 1 „ 

<=>x = — + kĩivx = - —— + ——, k e z 

6 12 2 

Nhận so vđiđiều kiện sin2x ^ 0 
Cách khác : 

(*)» 8sin 2 Xcos X = V 3 sin X + cos X 
( hiển nhiên cosx = 0 hay sinx = 0 không là nghiệm của pt này ) 
» 8( 1 - cos 2 x) cos X = V3 sin X + cos X 
» 8 cos X - 8 cos 3 X = V 3 sin X + cos X 
» 6 cos X - 8 cos 3 X = V3 sin X - cos X 

Q __l „ Vã. 

» 4 cos X - 3 cos X = — cos X - sin X 

2 2 


» cos 3x = cos 


Íx+N 


l 3J 


» 3x = X + + k27ĩ V 3x = -X - + k27ĩ 

3 3 

7T ,_ n kĩi , 

<=> X = — + k7t V X = - —— + ——, keZ 

6 12 2 


Bài 91 : Giải phương trình 

9 sin X + 6 cos X - 3 sin 2x + cos 2x = 8 (*) 

Ta có : (*)<=> 9sinx + 6cosx - 6sinxcosx + Ịl - 2 sin 2 x) = 8 

<=> 6 cos X - 6 sin X cos X - 2 sin 2 X + 9 sin X - 7 = 0 


<=> 6 cos X (1 - sin x) - 2 (sin X - 1) 


í 




sm X - — 


V 


= 0 
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<=> 1 - sin X = 0 hay 6 cos X + 2 Ị^sin X - = 0 

sin X = 1 

6cosX + 2sinX = 7Ịvô nghiệm do 6 2 + 2 2 < 7 2 j 
<=> X = ^ + k2;t , k E z 

_ 2 _ 

Bài 92 : Giải phương trình: sin2x + 2cos2x = 1 + sinx - 4cosx(*) 

Ta có : (*) <=> 2sinxcosx + 2^2cos 2 X - l) = 1 + sinx - 4cosx 
<=> 2 sin X cos X - sin X + 4 cos 2 X + 4 cos X - 3 = 0 

_ „ . _í _ 1V , lì r _ ^ 3 ì _ _ 

<=> 2 sin X cos X - — +4 cos X - — cos X + — =0 

V ^ 2y^ 2 J 

<=> cos X - = 0 hay 2 sin X + 4 cos X + 6 = 0 ịvô nghiệm do 2 2 + 4 2 < 6 2 j 


<=> X = ±-h + k27ĩ 

3 


Bài 93 : Giải phương trình 

2 sin 2x - cos 2x = 7 sin X + 2 cos X - 4 (*) 

Ta cố : (*) <=> 4 sin xcosx - ịl - 2 sin 2 xj = 7 sinx + 2cosx - 4 

<=> 2 cos X (2 sin X - 1) + 2 sin 2 X - 7 sin X + 3 = 0 

( IV 

<=> 2 cos X (2 sin X - 1) + 2 sin x “ 2 J ( s * n x “ 3) 

<=> 2 cos X (2 sin X - 1) + (2 sin X - 1) (sin X - 3) = 0 

<=> 2 sin X - 1 = 0 hay 2 cos X + sin X - 3 = 0 Ị vô nghiệm vì l 2 + 2 2 < 3 2 ) 
<=> X = — + k27ĩ V X = — + k27ĩ, k e z 


Bài 94 : Giải phương trình 

sin 2x - cos 2x = 3 sin X + cos X - 2 (*) 

Ta có (*) <=> 2sinxcosx - (l - 2 sin 2 xj = 3sinx + cosx - 2 
<=> cos X (2 sin X - 1) + 2 sin 2 X - 3 sin X + 1 = 0 
<=> cos X (2 sin X - 1) + (sin X - 1) (2 sin X - 1) = 0 
<=> 2 sin X - 1 = 0 hay cos X + sin X -1 = 0 

<=> sin X = \ hay \Í2 cos X ị X - —ì = 1 

2 { 4 ) 
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<=> X = ^- + k27t V X = —^ + k27ĩ hay X - + k27t, k e z 

6 6 4 4 

<=> X = + k27ĩ V X = ^ + k2jc hay X = -^ + k27ĩ V X = k27ĩ, k e z 

6 6 2 



Vậy (*) thành: 

t 2 -5 = ^<=>2t 2 -t-10 = 0<=>t = ^ (loại) V t = -2 
2 2 

. 77-A 

Do đó (*)<=> cos 2x--h =-1 

V 

<=> 2x - ^ = 71 + k27ĩ <=> X = —^ + kĩĩ 

_6_ 12 _ 

Bài 96 : Giải phương trình 2cos 3 X + cos2x + sinx = 0(*) 

Ta có (*) 2cos 3 x + 2cos 2 X-1 + sinx = 0 

<=> 2cos 2 x(cosx +1) -1 + sinx = 0 

<í> 2 ( 1 -sin 2 x)(l + cosx)-(l-sinx) = 0 

«> l-sinx = 0 hay 2(l + sinx)(l + cosx) -1 = 0 

<=> 1 - sin X = 0 hay 1 + 2 sin X cos X + 2(sin X + cos x) = 0 

<=> 1 - sin X = 0 hay (sin X + cos X ) 2 + 2(sin X + cos x) = 0 

<í> sinx = 1 hay sin X + cosx = 0 hay sinx + cosx + 2 = o(vô nghiệm do: l 2 + l 2 < 2 2 ) 


<=> sinx = 1 hay tgx = -1 


<=> X = ^- + k27ĩ hay X = -^ + k27ĩ, k € z 
2 4 



Điều kiện : sin2x ^ 0 <» cos2x ^ ±1 


Ta có (*) 

, . _ - 1 -cos2x 1 

<=> 1 + cot g2x = -- " = -- 

1-cos 2x l + cos2x 

„ 1 

<=> C0tg2x = ----1 

l + cos2x 


cos2x -cos2x 

<=> — 7 ——— = -— ——— 

sin2x l + cos2x 
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cos2x = 0(nhận do ^ ±1) 
1 -1 


_sin2x l + cos2x 
<=> cos2x = 0 V1 + cos2x = -sin2x 
<=> cos 2x = 0 V sin 2x + cos 2x = -1 


( 7 O 

1 

ị n A 

2x + — 

= — -Ị= = sin 


l 4; 

V2 

l~4. 


<=> cos2x = 0 V sin 


<^>2x= 7 Ị r + kĩzv2x + — = - — + k2n V 2x + — = — + k2n, keZ 
2 4 4 4 4 

<=> X = ^ + — vx==--^- + k7ĩv2x = 7ĩ + k27t (loại), k e z 
n kn 

<=> X = — + ~~~ , k e z 
4 2 


Bài 98 : Giải phương trình 4 (sin 4 x + cos 4 x^ + y/d sin4x = 2(*) 


Ta có : (*) 
<=> 4 


«4 


(sin 2 X + cos 2 x) -2sin 2 xcos 2 x +V3sin4x = 2 
+ y/ĩ sin4x = 2 


1-Ậsin 2 2x 
2 


<=> cos 4x + V3 sin 4x = -1 

_ 1 , , .. _ 1 
<=> — cos4x + ——sin4x = — 
2 2 2 


<=> cos 


( n ^ 

4x- — 


V 


= cos- 


27Ĩ 




<=> 4x - ^ = ± + k27i 

3 3 


<=> 4x = n + k27ĩ hay 4x = 


n 

3 


+ k27t,k e z 


<=>x = ^ + k^ hay X = --^- + k^,k e z 
4 2 12 2 

Cách khác : 

(*) <=> 2 ( 1 -sin 2 2x) + V 3 sin4x = 0 

2 cos 2 2x + 2 V 3 sin 2x cos 2x = 0 

<=> cos 2x = 0 V cos 2x + \Ỉ3 sin 2x = 0 

<=> cos 2x = 0 V cot g2x = -yỈ3 

<=> 2x = -^ + k7ĩ V 2x = - — + k7ĩ, keZ 
2 6 

K k7ĩ K kĩĩ , 

<=> X = — + C—V X = - —- + C—, k e z 
4 2 12 2 
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Bài 99 : Giải phương trình 


1 + sin 3 2x + cos 3 2x = — sin 4x í *) 
2 v ’ 


Ta có (*)<=> l + (sin2x + cos2x)(l-sin2xcos2x) = ^-sin4x 
<=> 1 - ^-sin4x + (sin2x + cos2x)^l - ^-sin4x j = 0 
<=> 1 -^sin4x =0 hay 1 + sin2x + cos2x = 0 


<=> 


sin4x = 2 (loại) 
sin2x + cos2x = -1 


<=> - N /2~sin(2x + ^-) = -1 
<=> sin f 2x + = sin(- ^) 

{ 4 ) 4 


<=> 


- 71 71,- 

2x + — = -—+ k27ĩ 
4 4 

_ n 5n , „ 
2x + — = —— + k27t 
4 4 


(k s z) 


<=> X = - —+ krc V X = — + krc, keZ 

4 2 


Bài 100 : Giải phương trình 

tgx - 3 cot gx = 4 Ị sin X + yỈ3 cos X j (*) 

* ísinx^O 

Điểu kiện < <=>sin2x;É0 

[cosx^O 

T , ... sinx ^cosx ÍT\ 

Lúc đó : (*) <=> -3 — =4 sinx + V3cosx 

cosx sinx ' ' 

<=> sin 2 X - 3 cos 2 X = 4 sin X cos X Ịsin X + yỊs cos X j 


Ịsinx +V3 cosxjỊsinx-V3 cosx -2sin2xj = 0 
sinx = —\Ỉ3 cosx 


<=> 


1 . v _Vặ_ cv _ . 0v 

—sinx--—cosx = sin2x 
.2 2 


<=> 


tgx = ~v/3 = tg 
sin 


^ n 3 


X - — 

3y 


V 3 ) 

= sin 2x 


7C 7C — - — 71 

<=> X = -— + k7ĩ V X - — = 2x + k27t VX- — = 7ĩ-2x + k27ĩ, keZ 
3 3 3 
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<=> X = 


TC,, n 4n k2n 

- — + K7Ĩ V X = - — -k2n V X = —+ —,ke z 


7T 4tt V V TT 

<=> X = + k7ĩ V X = — 7 - H— (nhận do sin2x ^ 0) 

3 9 3 v ’ 


Bài 101 : Giải phương trình sin 3 X + cos 3 X = sin X - cos X (*) 


Ta có : (*) •»sin 3 x-sinx + cos 3 x + cosx = 0 
<=> sin X (sin 2 X - 1 ) + cos 3 X + cos X = 0 

<=> -sinxcos 2 X + cos 3 X + cosx = 0 
<=> cos X = 0 hay - sin X cos X + cos 2 X +1 = 0 
cosx = 0 

-sin2x + cos2x = -3(vô nghiệm do 1 +1 < 9 ) 
<=> X = (2k + l)^,keZ 


Bài 102 : Giải phương trình 


cos 4 x + sin 4 


n ^ 

X + — 

4y 


= ị(*) 

4 V ’ 


1 . 

Ta có : (*) o 4.(1+ COS 
4 v 

<=> (1 + cos2x) 2 + (1 + sin2x) 2 = 1 
<=> cos 2x + sin 2x = -1 


\ 2 1 



4 Tl^Ị 


1- 

cos 

2x + — 

; 4 



l 2jj 


1 

4 


cos 


3>X-T 

V 4, 


1 _371 

■—Ị= = cos —— 
V 2 4 


<=> 2x = ±^ + k2n 
4 4 

<=> X = — + k7ĩ V X = -— + k7ĩ, k e z 

2 4 


Bài 103 : Giải phương trình 4sin 3 x.cos3x + 4cos 3 x.sin3x + 3\/3 cos4x = 3(*) 


Ta có : (*) 

<=> 4 sin 3 x(4cos 3 X- 3cosx) + 4cos 3 x(3sinx -4 sin 3 x) + 3 V 3 cos4x = 3 
<=> -12sin 3 xcosx + 12sinxcos 3 x + 3>/3cos4x = 3 
4sinxcosx(-sin 2 x + cos 2 x) + V3cos4x = 1 

<=> 2 sin 2x. cos 2x + V 3 cos 4x = 1 

. n 


sin 


n 

cos — 
3 


-cos4x =1 


<=> sin 4x + 
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• n . n . n 

<=> sin 4x. cos — + sin — cos 4x = cos — 
3 3 3 


<=> sin 


4x + — 


V 


. K 

= sin — 




, K K , K 5n 

<=> 4x + - 7 1 = — + k2n V 4x + = — + k2n, keZ 

3 6 3 6 

n k7ĩ n k7ĩ , 

<=> X = - 7-+ —vx = _+ k e z 
24 2 8 2 


Bài 104 : Cho phương trình : 2sin 2 X -sinxcosx -cos 2 X = m(*) 

a/ Tìm m sao cho phương trình có nghiệm 
b/ Giải phương trình khi m = -1 


m 


Ta có : (*) <=> (l-cos2x)-^sin2x-^-(l + cos2x) = 

sin 2x + 3 cos 2x = -2m +1 
a/(*) có nghiệm <^>a 2 +b 2 >c 2 
«l + 9>(l-2m) 2 

<=> 4m 2 -4m-9< 0 

_ 1-VĨÕ__ 1+Vĩõ 

<=>—— <m< 7—- 

2 2 

b/ Khi m = -1 ta được phương trình 
sin2x+ 3cos2x = 3 (1) 

• Nếu X = (2k + l)-^- thì sin2x = 0 và cos2x = -1 nên phương trình (1) không 
thỏa. 


Nếux 5É (2k + l)-^ thì cosx ^ 0,đặtt = tgx 


2t 3 1 t 

(1) thành -=± T + \ : ’ 

1 + t 2 1 + t 2 

<=í> 2t + 3(l-t 2 ) = 3(t 2 + 1 ) 
^ m 2 - n 


= 3 


<=> 

<=> 6t 2 — 2t = 0 
<=> t = 0vt = 3 

Vậy (1) <=> tgx = 0 hay tgx =3 = tg(p <=> X = kĩĩ hay X = (p + k7ĩ, keZ 


5 + 4sin 


Bài 105 : Cho phương trình 


3tt 


— X 


sinx 


6 tga 
l + tg 2 a 


(*) 


a/ Giải phương trình khi ơ. = - -Ị- 

b/ Tìm a để phương trình (*) có nghiệm 
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Ta có : sin 


( 3n 


(n ) 

— -X 

= - sin 

—-X 

{ 2 J 


u J 


= -cosx 


6 tga 6sina o 

-— — - =—-—.cos a = 3sin2a với cosa + 0 
1 + tg a cosa 

5-4COSX 


Vậy : (*) 


<=> 


= 3 sin 2a (điều kiện sin X ^ 0 và cos a ^ o) 


sinx 

<=> 3 sin 2a sin X + 4 cos X = 5 

71 

a/ Khi a = --Ị ta được phương trình 

-3sinx + 4cosx = 5(l) ( Hiển nhiên sin X = 0 không là nghiệm của (1)) 

3.4 
—sinx + —cosx = 1 
5 5 

3 4 

Đặt coscp = -^ và sincp = — với 0<(p<2n: 

Ta có pt (1) thành : 
sin(cp + x) = 1 

<=> (D + x = —+ k27i; 

2 

<=> X = -ọ + — + k27i: 

2 

b/ (**) có nghiệm <=> (3sin2a) 2 + 16 > 25 và cosa + 0 
<=> sin 2 2a > 1 và cosa ^ 0 
<=> sin 2 2a = 1 
<=> cos2a = 0 

n k7ĩ 

<=> a = —+ —,k € L 
4 2 


BÀI TẬP 

1. Giải các phương trình sau : 

a/ 2 V 2 (sinx + cosx)cosx = 3 + cos2x 
b/ (2cosx-l)(sinx + cosx) = 1 
c/ 2cos2x = V6(cosx-sinx) 

d/ 3 sin X = 3 - V3 cos X 

e/ 2cos3x +V3sinx + cosx = 0 

f/ cos X + \Ỉ3 sin X = sin 2x + cos X + sin X 

g/ cosx + V3sinx =- J= - 

COSX +V3 sinx + 1 

h/ sinx + cosx = Cơs2x 

k/ 4sin 3 x-l = 3sinx-V3cos3x 

-—^—- = 6 

3cosx + 4sinx + l 


i/ 3cosx + 4sinx + 
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j/ cos7xcos5x-V3sin2x = l-sin7xsin5x 
m/ 4 -Ịcos 4 x + sin 4 x) + V3sin4x = 2 

p/ cos 2 X - yỈ3 sin 2x = 1 + sin 2 X 
q/ 4sin2x-3cos2x = 3(4sinx-l) 

r/ tgx-sin2x-cos2x =-4 cosxh—-— 

cos X 

f2 - >/3 ) cos X - 2 sin 2 ^ 

s/-_ il li = l 

2cosx-l 

2. Cho phương trình cosx + msinx = 2 (1) 
a/ Giải phương trình m = v3 

b/ Tìm các giá trị m để (1) có nghiệm (ĐS : |m| > V 3 ) 

3. Cho phương trình : 
msinx-2 _ mcosx-2 / X 
m-2cosx m-2sinx 

a/ Giải phương trình (1) khi m = 1 

b/ Khi m ^ 0 và m ^ \[ĩ thì (1) có bao nhiêu nghiệm trên [207 ĩ,30tĩ] ? 

(ĐS : 10 nghiệm) 

4. Cho phương trình 

2sinx + cosx + l / X 

—-—--- = a (1) 

sinx - 2cosx + 3 

a/ Giải (l)khi a = 2 

b/ Tìm a để (1) có nghiệm 
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CHƯƠNGV. 

PHƯƠNG TRÌNH Đốĩ XỨNG THEO SINX, cosx 

a(sinx + cosx) + bsinxcosx = c (1) 

Cách giải 

Đặt t = sinx + cosx với điều kiện |t| < V2 


Thì t = V 2 sin 

u2 


^ 7Ư 

X + — 

V 4 


71 


X - 


= V 2 cos 

J V 

Ta có : t 2 = 1 + 2sinxcosx nên ( 1 ) thành 

at + ^-(t 2 - 1 ) = c 

<=> bt 2 + 2at - b - 2c = 0 

Giải (2) tìm được t, rồi so vđi điều kiện |t| < V 2 
giải phương trình V 2 sinị 


( 7Ư 
X + — 

V 4y 


| = t ta tìm được X 

Bải 106 : Giải phương trình sinx + sin 2 X + cos 3 X = 0(*) 
(*) <=> sin X(1 + sin x) + cos XỊl - sin 2 X) = 0 
<=> (1 + sin x) = 0 hay sin X + cos X (1 - sin x) = 0 
sinx = -1 (1) 


<=> 


sin X + cos X - sin X cos X = 0 (2) 


»(l) <=> X = --p- + k27ĩ(k e z) 

2 

»Xét ( 2 ): đặt t = sin X + cos X = V 2 cos 


^ 7Ư 

X - — 

V 4 J 


điều kiện t < V 2 thì t 2 =1 + 2 sin X cos X 


t 2 -1 

Vậy (2) thành t-X-—= 0 


<=> t 2 - 2t - 1 = 0 
"t = 1 - V 2 

t = 1 + V 2 (loại) 
Do đó ( 2 ) <^> V 2 cos 


^ 7Ư 

X - — 

4 


= 1-V 2 


<=> cos 


X-- 

4 


n ) V 2 


= -ị - 1 = cos (p với 0 < cp < 2 tt 
<=> X - ^ = ±(p + h27ĩ, h e z, với cos (p = -1 

<=> X = ^ + (p + h27ĩ, h e z, với cos (p = - 


1 
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3 

Bài 107 : Giải phương trình -1+ sin 3 X + cos 3 X = ^sin2x(*) 

2 


n 


(*) <=> -1 + (sinx + cosx)(l - sinxcosx) = ^sin2x 

Đặt t = sin X + cos X = V2 sin í X + 

Vđi điều kiện |t| < V 2 
Thì t 2 =1 + 2 sin X cos X 


L — _L 1 Zj Olll A A 

(V t 2 - 1 

Vậy (*) thành : -1 + t 1 - — 

l 2 

■2 + t(8-t») = 8(t*-l) 

3 + at 2 -31.-1 =0 




<=> -ì 

<=> t 3 + 3t 2 - 3t -1 = 0 
<=> (t - 1) (t 2 + 4t + 1 ) = 0 

<=> t = 1V t = -2 + V 3 V t = -2 - V 3 (loại) 
vđi t = 1 thì sin Ị 


^ 71 :^ 

X + — 

4 


1 . 71 

= —Ị= = sin — 

V 2 4 


<=> X + ^ = ^ = k27ĩ V X + -7 = -7— + k27ĩ:, k e z 

4 4 4 4 


<=> X = k27ĩ V X = ^ + k27ĩ, k e z 
2 


vđit = V3-2 thì sin 


X + — 

V 4y 


Vã-2 
V2 


= sinọ 


Tí . n 7Ĩ . n „ , . Vs — 2 

<=> X + -7 = © + m27ĩ vx + -f = 7ĩ-(p + m27ĩ, m e z, vời ———— = sin © 

4 4 V2 

^ _ It _ _ _ 371 __ .. V3 - 2 

4 4 v V2 


Bài 108 :Giải phương trình V 21 

(sinx + cosx) 

Ị = tgx + cotgx(*) 

1 


* (sinx + 0 . 

Điểu kiện < <=> sin2x + 0 

[cosx + 0 

Lúc đó (*) <=> V 2 (sin X + cos x) 


V 2 (sinx + cosx) = 


sin 2 X + cos 2 X 


smx cosx 
+ 

cosx sinx 
1 


smxcosx smxcos 

( n \ 

Đặt t = sin X + cos X = V2 sin X + -7 

V 4y 

Thì t 2 = 1 + 2 sin xcos X với|t|<V2 và t 2 ^ 1 
(*) thành V2t = 

t -1 
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<=> V2t 3 - \Í2t -2 = 0 

(Hiển nhiên t = ±1 không là nghiệm) 

<=> (t - V2)(V2t 2 + 2t + V2) = 0 




t = V2 

t 2 + V2t + 1 = 0(vô nghiệm) 


Vậy (*) <=> V2 sin 


X + • 


n 


= V2 


<=> sin 


( n ^ 

X + — 

V 4y 


= 1 


<=> X + — = — + k27ĩ, k 6 z 


n 


•e> X = -7 + k27ĩ, k € z 
4 


Bài 109 : Giải phương trình 3(cot gx - cos xì 

1 - 5(tgx - sinx) 

l = 2(*) 

1 


Với điều kiện sin2x + 0, nhân 2 vế phương trình cho sinxcosx + 0 thì : 

(*) <=> 3 cos 2 X (1 - sin x) - 5 sin 2 X (1 - cos x) = 2 sin X cos X 

<=> 3 cos 2 X (1 - sin x) - 5 sin 2 X (1 - cos x) = 5 sin X cos X - 3 sin X cos X 
<=> 3 cos X [cos X (1 - sin x) + sin x] - 5 sin X [sin X (1 - cos x) + cos x] = 0 
<=> 3 cos X (cos X - sin X cos X + sin x) - 5 sin X (sin X - sin X cos X + cos x) = 0 
sin X + cos X - sin X cos X = 0 (1) 

3 cos X - 5 sin X = 0 (2) 


( Ghi chú; A.B + A.c = A.D <=> A = 0 hay B + c = D ) 
Giải (1) Đặt t = sinx + cosx = V 2 siní 


X + — 

4 


Thì t 2 =1 + 2sin X cos X với điều kiện : t < V 2 và t ^ ±1 


(1) thành : t - 


t 2 -1 


= 0<=>t-2t-l = 0 


<=> 


t = 1 + V2 Ị loại do |t| < V2) 
t = 1 - V2 (nhận so với điều kiện) 


|_L — -L — SU VUI U1UU 1V1Ụ11 J 

. f _ , 7Ĩ^Ị 1 - V 2 , X 

Vậy sin X + —- =——-— = sina (0 < a < 2n) 
y 4) 2 

\ n , „ r n 


<=> 


X + — = a + k27ĩ 
4 

x + — = 7ĩ-a + k27ĩ, keZ 
4 


<=> 


X = a - -7 + k27ĩ 

4 

X = — - a + k27ĩ, k e z 
4 
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(2) <=> tgx = ^ = tgP <=> X = p + hn, h e z (với 0 < p < 7ĩ) 


Bài 110 : Giải phương trình 

3tg 3 x - tgx + 


3(1 + sinx) 
cos 2 X 


= 8cos 


n X 

4 2 


(*) 


Điều kiện : cosx ^ 0 <=> sinx ^ ±1 

Lúc đó : (*) <=> tgx(3tg 2 x-l) + 3(l + sinx)(l + tg 2 x) = 4 

= 4(l + sinx) 

<s> tgx(3tg 2 x -1) + (l + sinx) 1 ^ 3(1 + tg 2 x) - 4 
(3tg 2 x-l)(tgx + l + sinx) = 0 
-w- (3tg 2 x - l)(sinx + cosx + sinxcosx) = 0 
3tg 2 x = 1 (1) 


= 0 


<s> 


sinx + cosx + sinxcosx = 0 (2) 


... 9 1 V3 n . 

»(1) <=> tg X = y- <=> tgx = ± <=> X = ±+ k7ĩ 

3 3 6 


• Giải (2) đặt t = sin X + cos X = V 2 sin 
Vđi điều kiện |t| < V 2 và t ^ ±1 


X + — 

4 


Thì t 2 =l + 2sinxcosx 


(2) thành : t + 


t 2 -l 


= 0<=>t+2t-l = 0 


<=> 


Vậy sin 


t = -1 - V 2 (loại dođiều kiện |t| < yfĩ J 
t = -1 + V 2 (nhận so với điều kiện) 

V 2 -I 


71 

x + -f =■ _ 

4 ) V 2 


= sin (p 


<=> 


n 

x + ~ị = ọ + k27ĩ,k e z 
n 

x + -j- = 7i-cp + k2rt,k e z 


<=> 


1 + cos 


^7Ĩ 
—-X 
2 , 


71 

X = Ọ - — + k27ĩ,k G z 

4 

3tx 

X = - (p + k27ĩ, k G z 


Bài 111 : Giải phương trình 2sin 3 X -sinx = 2cos 3 X -cosx + cos2x(*) 


(*) <=> 2 (sin 3 X - cos 3 x) - (sin X - cos x) + sin 2 X - cos 2 X = 0 
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<=> sinx-cosx = 0 hay 2(l + sinxcosx)-l + (sinx + cosx) =0 
sinx -cosx = 0(1) 
sinx + cosx + sin2x +1 = 0(2) 

• (l)<=>tgx = l 

X = — + k 7 ĩ, k € z 

4 

f n \ 

•xét( 2 ) đặt t = sinx + cosx = V 2 cosx X- — 

l 4j 

Với điều kiện : |t| < V2 
t 2 = l + sin2x 

Vâv ( 2ì thành t + í t 2 -1 ì +1 = 0 


t 2 = l + sin2x 

Vậy (2) thành t + (t 2 -1) +1 = 0 
<=>t(t + l) = 0<=>t = 0vt = -l 

( n'] 

Khi t = 0 thì cos X-— =0 

l 4 J 

<=>x--^ = ( 2 k + l)-^-,keZ 


<=> X = — + k7ĩ,keZ 
4 

í 71 ^ 1 3n 

Khi t = -1 thì cos X - — =— -Ị= = cos—7- 

l 4j V2 4 

<=> X - = ±-^- + k 27 i,k e TL 

4 4 

71 

<=> X = n + k2n hay x = _ 2 + k e ^ 


Bải 112 : Giải phương trình 

sinX +sin 2 x + sin 3 x + sin 4 X = cosx + cos 2 x + cos 3 x + cos 4 x(*) 


Ta có : (*) 

<=> (sin X - cosx) + (sin 2 X -cos 2 x) + (sin 3 X - cos 3 x) + (sin 4 X - cos 4 x) = 0 
<=> (sinx-cosx) = 0 hay 1+ (sinx + cosx) + (1 + sinx.cosx) + (sinx + cosx) = 0 
sinx -cosx = 0(1) 

2(sinx + cosx) + sinxcosx + 2 = 0(2) 

Ta có : ( 1 ) <=> tgx = 1 


sinx -cosx = 0(1) 

2(sinx + cosx) + sinxcosx + 2 = 0(2) 

Ta có : ( 1 ) <=> tgx = 1 

<=> X = — + kTnk e z 
4 

r- f n \ 

Xét ( 2 ) : đặt t = sinx + cosx = V 2 cos x--f 

l 4 J 

Với điều kiện |t| < V2 
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Thì t 2 =l + 2sinxcosx 

... t 2 -l . „ 

(2) thành 2t + ^—± + 2 = 0 

2 

t~ + 4t + 3 = 0 
<=> t = -lvt = -3(loại) 

K 'ì 1 3n 

X-— =-;= = COS — 

4j V2 4 

x-^ = ^ + k27ĩ,keZ 

<=> t 

x--± = -^ + k27ĩ,keZ 
L 4 4 

X = n + k27ĩ,k e z 

X = - ^ + k27ĩ:,k e z 
2 

Bài 113 : Giải phương trình tg 2 x(l - sin 3 x] + cos 3 x-1 = 0(*) 

Điều kiện : cosx + 0 <=> sinx + ±1 

Lúc đó (*) <=> S1I \ X (l-sin 3 x) + cos 3 x-1 = 0 
cos X v ’ 

<=> (l-cos 2 x](l-sin 3 x]-(l-cos 3 x](l-sin 2 x] = 0 
<=> (l-cosx](l-sinx] = 0 

hay (l + cosx)(l + sinx + sin 2 x] - (l + cosx + cos 2 x](l + sinx) = 0 
cosx = l(nhận do điều kiện] 

<=> sinx = l(loạido điều kiện] 

sin 2 X + sin 2 X cos X - cos 2 X - sin X cos 2 X = 0 
cosx = 1 

sin 2 x-cos 2 x + sinxcosx(sinx-cosx) = 0 
cosx = 1 

<=> 

sinx-COSX = 0 hay sinx + cosx + sinxcosx = 0 
cosx = lvtgx = 1 

<=> 

sin X + cos X + sin X cos X = 0 
X = k27ĩ:,k e z 

7C 

<=> X = — + kĩĩ, k e z 
4 

sin X + cos X + sin X cos X = 0 
xét pt sinx + cosx + sinxcosx = 0 






Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


dạt 

t = SŨ1X +cosx = V2 cosx x-^ (điều kiện |t| < V2 và t ^ ±1) 

l 4 j V 11 > 

=^> t 2 = 1 + 2 sin X cos X 


t 2 -1 


Ta được phương trình t + ——— = 0 <=> t + 2t -1 = 0 

t = -1- V 2 (loại) 
t = -1 + V 2 (nhận so với đk) 

. 

Vậy cos X — — = —-p= =C0S(Ị> 

l 4j V 2 

X - = ±(p + k27ĩ,k eZox = -íẹ + k27ĩ,k e z 

4 4 

Bài 114 : Cho phương trình m(sinx + cosx + l) = l + sin2x(*) 

Tìm m để phương trình có nghiệm thuộc đoạn 0,^ 

nz ■ ( 7t^| ũ ~fz 

Đặt t = sinx + cosx = V2 sin x--f , điều kiện t <-v/2 

l 4 ) 11 

Thì t 2 = l + sin2x 

Vậy (*) thành : m(t + l) = t 2 /l 

Nếu 0<x<—thì — <x + —< — 1 


2 4 4 4 

Do đó ^-<siníx + —ì< 1 
2 l 4j 

<^\<ị<síĩ 

ta có m(t + l) = t 2 


4 


3 TI 

2 L 

4 / 


vj 

J 

1 


m = ——- (do t = -1 không là nghiệm của phương trình) 
t + 1 

t 2 r 1—1 

Xéty = ——-trên \,yỊĨ 
t + 1 L J 

Thì y'= ; >0 vte 1 ,>Ỉ 2 

(t+1) L J 

Vậy y tăng trên 1,^2 

Vậy (*) có nghiệm trên 1 ,^- <=> y (1) < m < y^V2 j 

«ị<m<2(V2-l) 
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Bài 115 : Cho phương trình cos 3 X + sin ' X = msinxcosx(*) 

a/ Giải phương trình khi m = \Ỉ2 
b/ Tìm m để (*) có nghiệm 

Ta có : (*) <íí> (cosx + sinx)(l- sinxcosx) = msinxcosx 

• nz { 71 ^ 

Đặt t = sinx + cosx = V2 cosx x--f 

' l 4, 

Với điều kiện ịẬỉị < V 2 ) 


Thì t 2 =l + 2sinxcosx 


Vậy (*) thành t 1- 


t 2 -1 


= m 


V 2 , 


t( 3 - 1 2 ) = m(t 2 - 1 ) 

a/ Khi m = V 2 ta có phương trình 
t(3-t 2 ) = V2((t 2 - 1 )) 

<^t 3 +V 2 t 2 - 3 t-V 2=0 

«(t-V 2 )(t 2 + 2 V 2 t + l) = 0 

<=> t = V 2 hay t = -\[ĩ + 1 hay t = -V 2 -l(loại) 


Vậy • cosx 


4 TI 3 
x - — 

4 


• cos 


V ^ J 

f 7 I^Ị I-V 2 

x - — 

V 4 J 


= 1 <=> x-^ = k 2 ji,k e z x = ^ +k 2 ĩi,k e z 
4 4 


V2 


= cosa 


<=> X - — = ±a + k2?i, keZ«>x = ^±a + k27i, keZ 

4 4 

b/ Xét phương trình t(3-t 2 ) = k(t 2 -l)(**) 

Do t = ±1 không là nghiệm của (**) nên 

/. . s 3t — t 3 

(**) <=> m = —:-— 

v ’ t 2 -l 

Xét y = ệ^£(C)trên [-V 2 , V 2 ] \ {+ 1 } 

1 1 3 

Ta có y' = ——^<0Vt = ±l 

>-») 

suy ra y giảm trên(-l,l) và 
lim y = + 00, lim y = — 0 0 

X—> — 1 + X—> 1“ 

Do đó trên (-1,1 )cz -yỊĨ,yỊĨ \{±l}tacó 

3t — t 3 

(d) y = m cắt (C) y = —r—— với Vm e R 


t 2 -1 


Vậy (*) có nghiệm Vm e R 
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Bài 116 : Cho phương trình 


I í 1 1 A 

m(sinx + cosx) + l + 4- tgx + cotgx + ^—I--— =0(*) 

2^ sinx cosx ) 

a/ Giải phương trình khi m = ^ 

( n \ 

b/ Tìm m để (*) có nghiệm trên 0,^ 

V ^) 

Với điều kiện sin2x^0tacó 

_ (. __X , . , 1 f sinx cosx 1 1 ^ A 

(*) <=> m(sinx + cosx) + l + ^- —f——■—I—-— =0 

21VCOSX sinx sinx cosx y 

<=> msin2x(sinx + cosx) + sin2x + (l + cosx + sinx) = 0 
<=> msin2x(sinx + cosx) + sin2x + l + cosx + sinx = 0 
<=> msin2x(sinx + cosx) + (sinx + cosx) 2 +sinx + cosx = 0 
sinx + cosx = o(l) 
msin2x + sinx + cosx + 1 = 0(2) 

r- ( n ) 

Xét (2) đặt t = sinx + cosx = v2 cos x--f 
Thì t 2 = 1 + sin 2x 

Do sin2x ^ 0 nên |t| < yịĩ. và t = ±1 


Vậy (*) thành : , x 

m(t 2 -l) + t + l = 0 

t = 0 (nhận so điều kiện) 

m(t-l) + l = 0 (dot^-1) 

a/ Khi m = Ậ thì ta được : 

2 


t =- l(loại do điều kiện) 

Vậy sinx + cosx = 0 
<=> tgx = -1 
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Nên ta xét phương trình : m(t-l) + l = 0(**) 
(**)<=> mt = m-1 


<=> t = 1-— (do m = 0 thì (**) vô nghiệm) 
m 

Do đó : yêu cầu bài toán <=>!<!- — < V 2 


m 




>0 
m 

1-V2 < — 




m < 0 


m 


m < — ^—ị= = -yỊĨ - 1 
1-V2 


«>m 


<-V2-l 


Bài 117 : Cho f (x) = cos 2 2x + 2(sinx + cosx) 3 -3sin2x + m 

a/ Giải phương trình f(x) = 0 khi m = -3 

b/ Tính theo m giá trị lđn nhất và giá trị nhỏ nhất của f(x) 

Tìm m cho [f (x)] <36 VxeR 


Đặt t = sinx + cosx = 


V 2 cos 


íx 


V 


71 ^ 

4, 


Ị điều kiện 



Thì t 2 = 1 + sin 2x 

Và cos 2 2x = 1-sin 2 2x = l-(t 2 -l)~ = -t 4 +2t 2 

Vậy f(x) thành g(t) = -t 4 +2t 2 +2t 3 -3(t 2 -l) + m 

a/ Khi m = -3 thì g(t) = 0 
<»-t 2 (t 2 -2t + l) = 0 


t = Ov t = 1 

vậy khi m = -3 thì f(x) = 0 


<í>cos 


n 

X - — 


= 0hay cos 


n 

X — — 

4 


1 

ll 


<=>x-^- = (2k + l)^ hay X = ±- 7 - 4 - k27t, ke z 
4 v 2 4 4 

371,, 71 

<=> X = — + k7ĩ hay X = — + k27t V X = k27t, k e z 

4 2 

b/Ta cổ g'(t) = -4t 3 + 6t 2 -2t = -2t(2t 2 -3t + l) 

_ V(t) = 0 _ 1 

Vậy \ r r- r—ị <=> t = 0vt = lvt = 2- 

t € -V2,V2 2 

Ta có : g(0) = 3 + m = g(l), gf^ì = 7^ + m 

\ 2 ) 16 

%{yíĩ j = 4V2-3 + m, gỊV2 ì = H1-3-4V2 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Vây : Maxf(x)= Mạx g(t) = m + 3 

X e M te[-V2,VĨ] 

Minf(x)= Min g(t) = m-3-4V2 

xe R te[-72,Vĩ] 

Do đó : [f (x)] 2 < 36, Vx e R <=> -6 < f (x) <6, VxeR 

Maxf (x) < 6 

<=> < R . , 

Minf (x) > - 6 

. R 

fm + 3< 6 
jm-3-W2 >-6 
4^2-3 < m < 3 

Cách khác : Ta có g(t) = -t 2 (t 2 -2t + l) + 3 + m = -[t(t-l)] 2 +3 + m 
Đặt u = t 2 -t 


Khi t e 

~-V 2 ,vr 

thì u e 

- —,2 + V 2 




4 J 


Vậy g(t) = h(u) = -u 2 +3 + m 
Maxf(x)= Mạx_]g(t) = Maxh(u) = m+ 3 

Minf(x)= Min g(t) = Minh(u) = m-3-4V2 

R te[-V2,V2~] ueD 


Chú ý 1 : Phương trình giả đối xứng 
a(sinx-cosx) + b(sinxcosx) = 0 


đặt t = sinx - cosx 

X —— 

4 


thì t = yfĩ sin 


V 


= ->12 


cos 


x + — 
4 


với điều kiện t < yỉĩ thì t 2 = l-2sinxcosx 


Bài 118 : Giải phương trình 2sinx + cotgx = 2sin2x + l(*) 

Điều kiện : sinx ^ 0 <=> cosx = ±1 

Lúc đó (*) <=> 2 sin X + C0SX = 4 sin X cos X + 1 

sinx 

<=> 2 sin 2 X + cos X = 4 sin 2 X cos X + sin X 
<=> 2 sin 2 X - sin X - cos X Ị 4 sin 2 X - l) = 0 
<=> sin X (2 sin X - 1) - cos X (2 sin X - 1) (2 sin X + 1) = 0 
<=> 2 sin X - 1 = 0 hay sin X - cos X (2 sin X + 1) = 0 
2 sin X - 1 = 0 (1) 

sin X - cos X - sin 2x = 0 (2) 
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• Ta có (1) <=> sin X = ^(nhận do sin X + 0) 

2 

<=> X = ^ + k2 n V X = -^ + k27ĩ, k e z 
6 6 


• Xét (2) Đặt t = sin X - cos X = V2 sin 

Với điều kiện |t| < \Ỉ2 và t ^ ± 1 

Thì t 2 = 1 - sin 2x 

Vậy (2) thành : t-(l-t 2 ) = 0 

<=>t 2 +t-l = 0 


X - — 

4 


-1 + Võ -1 - V5 / 1 .X 

<í=> t = -—-— V t = -—- loại 

o o V • / 


Do đó : V 2 sin 
<=> sin 


í n \ 

X - — 

4y 


í n \ 

X - — 

4 


Vỗ-1 

2 V 2 


-1 +Vỗ 


= sin (p 


Ị nhận do |t| < V 2 và t + ± 1 ) 


<=> 


<=> 


X - ^ = (p + k27ĩ, k e z 

x--^- = 7i-(p + k27ĩ, k e z 

X = (p + — + k27ĩ, k e z 
4 

X = - (p + k27ĩ, k e z 


Bài 119 : Giải phương trình 

cos 2x+ 5 = 2(2 - cos x) (sin X - cos x) (*) 

Ta có : (*)<=> Ịcos 2 X - sin 2 x) + 5 = 2 (2 - cos x)(sin X - cos x) 

<=> (sinx - cosx)[2(2 - cosx) + (sinx + cosx)] -5 = 0 

<=> (sin X - cos x) [sin X - cos X + 4 ] - 5 = 0 

Đặt t = sin X - cos X = V 2 sin Ị^x - ^j 

Với điều kiện |t| < V 2 
(*) thành : t(t + 4) - 5 = 0 
<=> t 2 + 4t - 5 = 0 


<=> t = 1 V t = -5 (loại) 
Vậy (*) sin 


^ Tí ^ 
X - — 

4 


1 . 71 

—f= = sin -7 

V 2 4 
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<=> X - + k2n V X - + k2n, keZ 

4 4 4 4 

<=> X = + k2n V X = n + k2ĩi , keZ 

2 


Bài 120 : Giải phương trình cos 3 X + sin 3 X = cos2x(*) 


Ta có (*) <=> (cos X + sin x) (1 - sin X cos x) = cos 2 X - sin 2 X 
<=> cos X + sin X = 0 hay 1 - sin X cos X = cosx - sin X 
sin X + cos X = 0 (1) 

sin X - cos X - sin xcos X + 1 = 0 (2) 

Ta có : (1) <=> tgx = -1 


<=> 


^ 71 ^ 

X - — 

4 


<=> X = - -7 + kĩĩ, keZ 

4 

Xét (2) đặt t = sin X - cos X = yỈ2 sin 

Với điều kiện |t| < V 2 
Thì t 2 =1-2 sin X cos X 

14-2 

(2) thành t - — + l = 0«t 2 +2t + l = 0 


<=> t = -1 
vậy (2)<=> sin 


f n^ 

X - — 

4 


V 


= - —7= = sin 

72 


^ 71 ^ 


<=> 


X - - 7 - = - - 7 - + k27ĩ, k e z 
4 4 

x - “7 = ~7~ + k27ĩ, k € z 
4 4 


<=> 


V “±7 

X = k27ĩ, k e z 

3 71 

X = —— + k27ĩ, keZ 


Bài 121 : Cho phương trình cos 3 X - sin 3 X = m (1) 


a/ Giải phương trình (1) khi m = 1 bằng cách đặt ẩn phụ t = cosx- sinx 


b / Tìm m sao cho (1) có đúng hai nghiệm X e 
Ta có (1) <=> (cosx - sinx)(l + sinxcosx) = m 
Đặt t = cos X - sin X = \Í2 cos X + 

l 4 

Với điều kiện |t| < V 2 
Thì t 2 =1-2 sin X cos X 


n 71 
4 ’ 4 


.r I_t 2 ì 

Vậy (1) thành : t 1 + ^— 

l 2 J 

^t(3-t 2 ) = 2m (2) 


= m 
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a/ Khi m = 1 thì (2) thành t 3 - 3t + 2 = 0 
<»(t-l)(t 2 +t-2) = 0 

<=>t = lvt = -2 (loại) 




Vậy cos 


X + — 

V 4y 


Tt V2 Tt , Tt 




= —<=> X + — = + — + k2n, k e z 
2 4 4 


<=> X = k2ĩt V X = - + k2ĩĩ, k e z 

2 


b/ Nếu X e 
nên 0 < cos 


n n 
_ 4 ’ 4 

^ 7Ĩ ^ 
X + — 

4 


thì 0 < X + - < - 


4 2 


< 1 


<=> 0 < t = V 2 


cos 


y 

^ 7Ĩ ^ 
X + — 

4 


< V 2 


nhận xét rằng với mỗi t tìm được trên 0,a/2 



n n 


ta tìm duy nhất một xe , 

4 4 

xét f (t) = -t 3 + 3t trên 0,V 2 
=> f'(t) = -3t 2 + 3 


71 n 
4 ’ 4 



vậy (1) có đúng hai nghiệm X e 
<=> (d) y = 2m cắt (c) y = -t 3 + 3t trên 0, V 2 tại 2 điểm phân biệt 

<=> V 2 < 2m < 2 

72 


<=> —— < m < 1 

2 


Bài 122 : Cho phương trình 



2 cos 2x + sin 2 X cos X + sin X cos 2 X = m(sin X + cos x) (*) 

a/ Giải phương trình khi m = 2 



b/ Tìm m để phương trình (*) có ít nhất một nghiệm trên 

1 

0 

to 1 s 

1 



Ta có : 

(*) <=> 2(cos 2 X - sin 2 x) + sinxcosx(sinx + cosx) = m(sinx + cosx) 
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<=> cos X + sin X = 0 (1) hay 2(cos X - sinx) + sinxcosx = m (2) 


Đặt t = cos X - sin X = V2 


cos 


( n ^ 

X + — 

V 4, 


(điều kiện |t| < \Ỉ2 ) 


Thì t 2 = 1 - 2 sin X cos X 
Ta có : (1) <=> sinx = -cosx 

<=> tgx = -1 <=> X = - — + kĩT, k e z 

4 

1_t 2 

Ta có : (2) thành 2t H-—— = m 

2 

-t 2 + 4t + 1 = 2m(* *) 

a/ Khi m = 2 thì (**) thành t 2 - 4t + 3 = 0 
<í>t = lvt = 3 (loại) 


í 


vậy cos 


n 


V2 


n 


n 


X + — = —- <=> X + — = ± — + k27ĩ, k € z 


7X _ 

<=> X = k27ĩ V X = - -T + kn, k e z 
2 

Do đó : 

(*) <=>x = -^- + k7tvx = k27ĩ V X = - ^ + k2ĩi, k e z 
w 4 2 


b/ Ta có xe 


n 71 

n 

n 3n 

0,— 

<=> X + — e 

- - 

L 2 

4 

.4 4. 


vậy — < cos 
2 

=> — 1 < t < 1 


^ n ^ 

X + — 

4 


< 


V2 


Do nghiệm X = - + kĩĩ Ể 0, ^ 


, V k e z 


Nên yêu cầu bài toán <^>(**)có nghiệm trên [-1,1] 

Xét y = -t 2 + 4t + 1 thì y' = -2t + 4 > 0 vt e [-1,1] 

=> y tăng trên [-1,1] 

Do đó : yêu cầu bài toán 
<=> -4 = y(-l) < 2m < y(l) = 4 

<=> -2 < m < 2 

* Chú ý 2 : Phương trình lượng giác dạng 
a (tgx ± cot gx) + b (tg 2 x + cot g 2 x) = 0 

ta đặt t = tgx ± cotgx thì t 2 = tg 2 x + cotg 2 x ± 2 

khi t = tgx + cotgx = —thì |t| > 2 (do |sin2x| < l) 

sin2x v ’ 


Bài 123 : Giải phương trình 

3tg 2 x + 4tgx + 4 cot gx + 3 cot g 2 x + 2 = 0 (*) 
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Đặt t = tgx + cot gx = — 


sin2x 


Với điều kiện |t| > 2 

t-2 _ 


Thì t = tg X + cot g X + 2 
(*) thành : 3(t 2 - 2 ) + 4t + 2 = 0 
<=> 3t 2 + 4t - 4 = 0 

|~ I 2 / -| .1 a • > 1 • yv \ 


<=> 


t = ^(loại do điều kiện) 


t = -2 
Ta có : t = -2 <=> 


2sinx 

<=> 2x = - ^ + k27ĩ:, k e z 
2 

<=> X = - ^ + kĩĩ, keZ 
4 


= -2 <=> sin2x = -1 


Bài 124 : Giải phương trình 

tgx + tg 2 x + tg 3 x + cotgx + cotg 2 x + cotg 3 x = 6(*) 

Ta có (*) <=> (tgx + cot gx) + (tg 2 x + cot g 2 x) + (tg 3 x + cot g 3 x) = 6 

(tgx + cot gx) + (tgx + cot gx) 2 - 2 + (tgx + cot gx) (tg 2 x + cot g 2 x - 1 ) = 6 


<=> 


(tgx + cot gx) + (tgx + cot gx) 2 + (tgx + cot gx) (tgx + cot gx) 2 - 3 


= 8 


2 

Đặt t = tgx + cotgx = (điều kiện |t| > 2 ) 

sin2x II/ 

Vậy (*) thành : t + t 2 + t(t 2 - 3 ) = 8 

<=> t 3 +1 2 - 2t - 8 = 0 

. / „ X ft = 2 


(t - 2) (t 2 + 3t + 4 ) = 0 <=> 


t 2 + 3t + 4 = 0(vô nghiệm) 


<=> t = 2 
9 

Vậy 


= 2 <=> sin 2x = 1 


sin 2x 

<=> 2x = + ỵ.2n, keZ 

2 

X = -7 + krt, keZ 

4 


Bài 125 : Giải phương trình 

2 


sm X 


+ 2tg 2 x + 5tgx + 5 cot gx + 4 = 0 (*) 


Cách 1 : (*) <=> 2(1 + cotg 2 x) + 2tg 2 x + 5(tgx + cotgx) + 4 = 0 
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<=> 2 (tg 2 x + cot g 2 x) + 5 (tgx + cot gx) + 6 = 0 

<=> 2 |^(tgx + cot gx) 2 - 2 +5 (tgx + cot gx) + 6 = 0 

2 

Đặt t = tgx + cot gx = , với |t| > 2 

sin 2x 

Ta được phương trình : 2t 2 + 5t + 2 = 0 
ot = -2vt = --^ (loại) 

Vậy (*) <=> -Ạ— = -2 <=> sin 2x = -1 
sin 2x 

<=> 2x = -^ + k2ĩc, keZ 
2 

<=> X = --^ + kĩĩ, keZ 
4 

Cách 2 : Đặt u = tgx (với điều kiện u + 0) 

Vậy (*) thành : 2 + -^- + 2u 2 +5u + — + 4 = 0 

u u 

<s> 2 + 2u 4 + 5u 3 + 5u + 6u 2 = 0 
«> (u + l)(2u 3 +3u 2 +3u + 2) = 0 

^(u + 1) 2 (2u 2 +u + 2) = 0 
u = -l(nhận) 

2u 2 + u + 2 = 0(vô nghiệm) 

Vậy (*) <=>tgx = -1 

<=> X = - + krt, k e z 

4 



Ta có : (1) <íí> tg 2 x + cotg 2 x + m(tgx + cotgx) + 3 = 0 


2 

Đặt t = tgx + cotgx = (điều kiện |t| > 2) 

sin 2x v ' 

=í> t 2 = tg 2 x + cot g 2 x + 2 

Vậy (1) thành : t 2 + mt + 1 = 0 (2) 

5 

a/ Khi m = ^ ta được phương trình 2t 2 + 5t + 2 = 0 
2 
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<=> t = -2 V t = -^(loại) 

Do đó 2 = -2 <=> sin 2x = -1 

sin2x 

<=> 2x = - ^ + \2ĩi, k e z 
2 


71 ,, „ 

<=> X = - -7 + kx, keZ 
4 

b/ Cách 1 : 

Ta có : (2) <=> mt = -1 - t 2 

<=> m = -y - t(do t = 0 không là nghiệm của (2)) 
t 


Xét y = -- - t với |t| > 2 
t 11 

1 . 1 -1 2 

Thìy'4-l^ 

Ta CÓ : y' = 0 <=> t = ±1 



Do đó (1) có nghiệm <=> (d) cắt (c) trên (- 00 , -2] u [2, + 00 ) 


<=> m < --7 V m > -7 

2 2 

_ I I 5 
1 1 2 

Cách 2 : Yêu cầu bài toán 

<=> f (t) = t 2 + mt + 1= 0 có nghiệm t thỏa |t| > 2 

Nhận xét rằng do p = 1 nên nếu f(t) có hai nghiệm t 1? t 2 (với ti <t 2 )và 

.[1^1 <1 ntii > 1 

có nghiệm thì ta có í , V < , 

l|t 2 | > 1 Ị|t 2 |<i 

Do đó : 

Yêu cầu bài toán <=> t x < -2 < t 1 < 2 V -2 < t 1 < 2 < t 2 

Jlf(-2)<0 |lf (2) < 0 |-2m + 5 < 0 í-2m + 5>0 

<=> |lf(2)>0 V |lf(-2)>0^l2m + 5>0 v [2m + 5 < 0 
wvv ^ 5 

<=> m > — V m < - — 

2 2 
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1 . 


2 . 


3. 


4. 


5 . 


BÀI TẬP 

Giải các phương trình : 

a/ 1 + cos 3 X - sin 3 X = sin X 

b/ cos 3 X + cos 2 X + 2 sin X - 2 = 0 

c/ cos 2x + 5 = 2 (2 - cos x) (sin X - cos x) 


d/ cot gx - tgx = sin X + cos X 
e/ sin 3 X - cos 3 X = sin X - cos X 
f/ 1 + tgx = sin X + cos X 



= 1 


k/ sin 2x - 12(sin X - cos x) + 12 = 0 


sin X + cos x _ ị 
sin 2x + 1 

. 1 - cos2x 1 - cos 3 X 

m/ - = -—- 7 — 5 — 

l + cos2x 1 - sin X 

n/ 5 (sin X + cos x) + sin 3x - cos 3x = 2 V 2 (2 + sin 2x) 


o/ 1 + sin X + cos X + sin 2x + 2 cos 2x = 0 

p/ sin 2 X cos X - cos 2x + sin X = cos 2 X sin X + cos X 

r/ cos2x+ 5 = 2(2 - cosx)(sinX - cosx) 

s/ cos 2 X + sin 3 X + cos X = 0 

t/ 4 sin 3 X -1 = 3 sin X - V 3 cos 3x 

Cho phương trình sin2x(sinx + cosx) = m(l) 

a/ Chứng minh nếu |m| > V 2 thì (1) vô nghiệm 

b/ Giải phương trình khi |m| = V 2 

Cho phương trình sin 2x + 4(cos X - sin x) = m 

a/ Giải phương trình khi m = 4 

b/ Tìm m để phương trình có nghiệm 

Cho phương trình : sinxcosx - m(sinx + cosx) + 1 = 0 

a/ Giải phương trình khi m = V 2 

b/ Tìm m để phương trình có nghiệm (ĐS :|m| > 1 ) 

3 

Cho phương trình — + 3tg 2 x = m(tgx + cot gx) = 1 
sin X 

Tìm m để phương trình có nghiệm (ĐS :|m| > 4) 
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CHƯƠNG VI. 

PHƯƠNG TRÌNH ĐANG cắp 

a sin 2 u + b sin u cos u + c cos 2 u = d 

Cách giải : 

• Tìm nghiệm u = -^ + k7i(lúc đó cosu = 0 và sinu = ± 

• Chia hai vê phương trình cho cos 2 u ^ 0 ta được phương trình : 
atg 2 u + btgu + c = d (l + tg 2 u) 

Đặt t = tgu ta có phương trình : 

(a - d) t 2 + bt + c - d = 0 

Giải phương trình tìm được t = tgu 

Bài 127 : Giải phương trình 

cos 2 X- \[Ề sin2x = 1 + sin 2 x(*) 

Vì cosx = 0 không là nghiệm nên 
Chia hai vế của (*) cho cos 2 ^ 0 ta được 
(*)<=> 1 - 2\Ỉ3tgx = (l + tg 2 x) + tg 2 x 

Đặt t = tgx ta cố phương trình : 

2 t 2 + 2yíỉt = 0 

<=> t = 0 V t = -yỈ3 

Vậy (*)<=> tgx = 0 hay tgx = - V3 <=> X = k71 hay X = - + k7ĩ, k e z 

3 


Bài 128 : Giải phương trình 

cos 3 X - 4 sin 3 X - 3 cos X sin 2 X + sin X = 0 (*) 

• Khi X = + kĩĩ thì cos X = 0 và sin X = ±1 

2 


thì (*) vô nghiệm 

• Do cos X = 0 không là nghiệm nên chia hai vế của (*) cho cos 3 x 
ta có (*) <=> 1 - 4tg 3 x - 3tg 2 x + tgx (l + tg 2 x Ị = 0 

<=> 3tg 3 x + 3tg 2 x - tgx -1 = 0 
<=> (tgx + 1 ) (3tg 2 x -1^ = 0 

<=> tgx = -1 V tgx = ± 

3 


% 

<=> X = - — + kĩivx = ±c + kíĩ, keZ 
4 6 


Bài 129 : Giải phương trình 

3 cos 4 X - 4 sin 2 X cos 2 X + sin 4 X = 0 (*) 
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Do cosx = 0 không là nghiệm nên chia hai vế của (*) cho cos 4 X + 0 
Ta có :(*)«> 3 - 4tg 2 x + tg 4 x = 0 
<=> tg 2 x = 1 V tg 2 x = 3 


<=> tgx = ±1 = tg 

( + 

V tgx = tg 

' + 


l 4 ) 


l 3 J 


<=>x = ±^- + kĩivx = ±^- + kĩĩ, keZ 
4 3 


Bài 130 : Giải phương trình sin2x + 2tgx = 3(*) 

Chia hai vế của (*) cho cos 2 X + 0 ta được 
2sinxcosx 2tgx 3 

cos 2 X cos 2 X cos 2 X 
<=> 2tgx + 2tgx(l + tg 2 x) = 3(1 + tg 2 x) 

jt = tgx 

° 2t 3 - 3t 2 + 4t - 3 = 0 


jt = tgx 

° j(t-l)(2t 2 -t + 3) = 0 
<=> tgx = 1 


X = ^- + k7ĩ, k e z 
4 


Bài 131 : Giải phương trình 

sin X sin 2x + sin 3x = 6 cos 3 X (*) 

(*) <=> 2sin 2 X cos X + 3 sin X - 4 sin 3 X = 6 cos 3 X 

• Khi cos X = 0 ( sin X = ± 1) thì (*) vô nghiệm 

• Chia hai vế phương trình (*) cho cos 3 X + Ota được 

2sin 2 x 3sinx 1 . sin 3 X _ 

(*)«■ ___2_ + ____ • —~2~: ~ 4 ~~~3r: = 6 

cos X cosx cos X cos X 
<=> 2tg 2 x + 3tgx (l + tg 2 x) - 4tg 3 x = 6 

<=> tg 3 x - 2tg 2 x - 3tgx + 6 = 0 

<=> (tgx-2)(tg 2 x-3) = 0 

<=> tgx = 2 = tga V tgx = ±V3 

<=>x = a + k7ĩvx = ±-^ + k7g k E Z( với tga = 2) 
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Điều kiện sin2x + 0 và tgx + -1 


_ . cos2x cos 2 X - sin 2 X cosxícos 2 X - sin 2 x) 

Ta có : -——— =--7—-=--- 7 -- 

1 + tgx 1 smx cos X + sin X 

cosx 

= cos x (cos X - sin x) (do tgx = -1 nên, sin X + cos X + 0) 

Do đó : (*) o C0SX - 1 = (cos 2 X - sinxcosx) + sin 2 X - Ậsin2x 
v ' sinx v ’ 2 

cosx-sinx _ 

<=>-^——-= 1 - sin 2x 

sin X 

<=> (cos X - sin x) = sin X (cos X - sin x) 2 

<=> cos X - sin X = 0 hay 1 = sin X (cos X - sin x) (**) 

tgx = l(nhận so với tgx + -1) 

1 sinx 2 _ / _ , 

-7— =- —-tgx (docosx + 0) 

_cos X cosx 

X = -7 + k 7 ĩ, k Ẽ z 
<=> 4 

2tg 2 x - tgx + 1 = 0 (vô nghiệm) 


<=> X = + kĩĩ, k e z (nhận do sin 2x + 0) 

Lưu ý : có thể làm cách khác 
(**)<=> 1 - ^sin2x + -^(1 - cos2x) =0 
<=> 3 = sin 2x + cos 2x 


Ị— ' í 7Ĩ^\ 

<=> 3 = v2 sin 2x + -f : vô nghiệi 

l 4 ) 


Bài 133 : Giải phương trình sin 3x + cos 3x + 2cos X = 0 (*) 

(*) <=> (3sinx - 4 sin 3 x) + (4cos 3 X - 3cosx) + 2cosx = 0 


<=> 3 sin X - 4 sin 3 X + 4 cos 3 X - cos X = 0 


Vì cosx = 0 không là nghiệm nên chia hai vế phương trình cho 
cos 3 X + 0 ta được 

(*) <=> 3tgx(l + tg 2 x) - 4tg 3 x + 4 - (1 + tg 2 x) = 0 






Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


<=> -tg 3 X - tg 2 X + 3tgx + 3 = 0 
jt = tgx 

° [t 3 + t 2 - 3t - 3 = 0 
ít = tgx 

^|(t + l)(t 2 -3) = 0 

<=> tgx = -1 V tgx = ±VÕ 

<=> X = — — + k.7ĩ V X = + _ + kĩĩ, k e z 

_4_ 3 _ 

Bài 134 : Giải phương trình 6sinx - 2cos 3 X = 5sin4x.cosx /gv 

2cos2x 


Điều kiện : cos 2x * 0 <=> cos 2 X - sin 2 X * 0 <=> tgx * ±1 


Ta cố : (*) <=> 


6 sin X - 2 cos X = 


10 sin 2x cos 2x cos X 


2 cos2x 

cos2x + 0 

6 sin X - 2 cos 3 X = 5 sin 2x cos X 
tgx + ±1 

6 sin X - 2 cos 3 X = 10 sin X cos 2 X (* *) 

[tgx + ±1 

Do cosx = 0 không là nghiệm của (**), chia hai vế phương trình (**) cho 
cos 3 X ta được 
6 tgx 


<=> 




(**) 


cos X 


- 2 = ìotgx 


<=> 


tgx * ±1 

t = tgx với t + ±1 
6 t(l + t 2 )-2 = 10t 


ft = tgx với t + ±1 Ịt = tgx với t + ±1 

° [3t 3 - 2t -1 = 0 ° |(t -1) (3t 2 + 3t + 1) = 0 

ị t = tgx với t + ±1 ^ 

<=> < ^ 1 : vô nghiệm 


Bài 135 : Giải phương trình sin X - 4 sin 3 X + cos X = 0 (*) 


• Vì cosx = 0 không là nghiệm nên chia hai vế phương trình cho cos 3 x thì 
(*) <=> tgx(l + tg 2 x) - 4tg 3 x + 1 + tg 2 x = 0 
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[ t = tgx 

° j-3t 3 +1 2 +1 +1 = 0 
ít = tgx 

^|(t-l)(3t 2 +2t + l) = 0 
<=> tgx = 1 

<=> X = ^ + kTĩ,keZ 

Ả 7 


Bài 136 : Giải phương trình tgxsin 2 X - 2sin 2 X = 3(cos2x + sin X cos x)(*) 

Chia hai vế của phương trình (*) cho cos 2 x 

n 3Ícos 2 X - sin 2 X + sinxcosx) 

(*) <=> tg 3 x - 2tg 2 x = —- —ỹ- -- 

cos X 

<=> tg 3 x - 2tg 2 x = 3 (l - tg 2 x + tgx) 

<=> tg 3 x + tg 2 x - 3tgx -3 = 0 
|t = tgx 

^ |t 3 +1 2 - 3t - 3 = 0 
ít = tgx 

^|(t + l)(t 2 -3) = 0 
<=> tgx = -1 V tgx = ±V3 

71 , 

<=> X = — — + kĩĩ V X = ì _ + krt, keZ 

4 3 


Bài 137 : Cho phương trình 



(4 - 6m) sin 3 X + 3 (2m - 1) sin X + 2 (m - 2) sin 2 X cos X - (4m - 3) cos X = 0 (*) 

a/ Giải phương trình khi m = 2 



b/ Tìm m để phương trình (*) có duy nhất một nghiệm trên 

[°’ĩ] 



Jl # 

Khi X = _ + k7ĩ thì cosx = 0 và sin X = +1 nên 
2 


(*) thành: ±(4 - 6m) ± 3(2m - 1) = 0 

<=> 1 = 0 vô nghiệm 
chia hai về (*) cho cos 3 X ^ Othì 

(*) <=> (4 - 6m)tg 3 x + 3(2m - l)tgx(l + tg 2 x) + 2(m - 2)tg 2 x - (4m - 3)(l+ tg 2 x) = 0 


Ịt = tgx 

jt 3 - (2m + l)t 2 + 3(2m-l)t-4m + 3 = 0(**) 
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ít = tgx 

j(t - 1) (t 2 - 2mt + 4m - 3 ) = 0 


t tgx 

a/ Khi m = 2 thì (*) thành < , . X 

Ị(t-l)(t 2 -4t + 5) = 0 

<=> tgx = 1 <=> X = — + kĩĩ, k e z 
4 


b/ Ta có 


X e 



thì tgx = t e [ 0 , 1 ] 


Xét phương trình : t 2 - 2mt + 4m - 3 = 0(2) 
<=> t 2 - 3 = 2m(t - 2) 


<=> - 

Đặt 


t 2 -3 
t - 2 

y = f 


rp s __I 

Ta CÓ : y 


= 2 m (do t = 2 không là nghiệm) 
(t) = - 7 —^-(C) và (d) y = 2 m 


= f(t) = 


t - 2 

t 2 - 4t + 3 


(t-2) 2 


t, 


0 

1 

2 3 

y’ 

+ 

+ 

0 

0 + 

y 


3 / 

2 

2 



Do (**) luôn có nghiệm t = 1 e [0,l]trên yêu cầu bài toán 
(d)y = 2m không có điểm chung với (C) 

(d) cắt (C) tại 1 điểm duy nhấtt = 1 


3 

<=> 2m < ^ V 2m > 2 

2 

om<-vm>l 

4 


Cách khác : 

Y c B T <=> f(t) =t 2 - 2mt + 4m - 3 = 0(2) vô nghiệm trên [0,1). 

ÍA>0 


Ta có 


( 2 ) có nghiệm e [ 0 , 1 ]«>/( 0 )./(l )<0 hayị 


af{ 0)>0 
af( 1)>0 


o4<i 

2 
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<=> (Am - 3) (2/72 - 2) < 0 hay 


m 2 — Am + 3>0 
Am - 3 > ũ 
2m — 2 > ũ 

ũ < 772 < 1 


<=> — < /77 < 1 

4 


Do đó (2) vô nghiệm trên [0,1) haym>~\ hayfO) = 0 


■»m< — vm>l 
4 
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BÀI TẬP 


1. Giải các phương trình sau : 

a/ cos 3 X + sin X - 3 sin 2 X cos X = 0 

b/ sin 2 x(tgx + 1) = 3sinx(cosx - sinx) + 3 


c/ 2 cos X + cos 2x + sin X = 0 
,, ,2 _ 1 - cos 3 X 

1 - sin X 

e/ sin 3 X - 5 sin 2 X cos X - 3 sin X cos 2 X + 3 cos 3 X = 0 

f/ cos 3 X + sin X - 3 sin 2 X cos X = 0 

g/ 1 + tgx = 2 V 2 sin X 

h/ sin 3 X + cos 3 X = sin X - cos X 

k/ 3tg 2 x + 4tgx + 4 cot gx + 3 cot g 2 x + 2 = 0 


m/ 3 tg 2 x - tgx + 


3(1 + sin X ) 
cos 2 X 


-8cos 2 (Ị-ỉ) = 0 


4 2 


n/ 


sin X + cos X 
sin2x 


= 1 


2. Cho phương trình : sin 2 X + 2 (m - 1) sin X cos X - (m + 1) cos 2 X = m 

a/ Tìm m để phương trình có nghiệm 

b/ Giải phương trình khi m = -2 (ĐS : m e [-2,1]) 
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CHƯƠNG VII 

PHƯƠNG TRÌNH LƯƠNG GIẤC CHỨA CĂN VẰ PHƯƠNG 
TRÌNH LƯƠNG GIẤC CHỨA GIẤ TRI TUYỂT ĐỎI 

A) PHƯƠNG TRÌNH LƯƠNG GIẤC CHỨA CĂN 


Cách giải : 


Áp dụng các công thức 
r- Ị- ÍA > 0 

VÃ = VẼ <=> ị 1 <=> 

1A = B 


|B > 0 
[A = B 


VÃ = B <=> 


ÍB > 0 

|a = B 2 


Ghi chú : Do theo phương trình chỉnh lý đã bỏ phần bất phương trình lượng 
giác nên ta xử lý điều kiện B > 0 bằng phương pháp thử lại và chúng tôi bỏ 
các bài toán quá phức tạp. 


Bài 138 : Giải phương trình Võcosx - cos2x + 2sinx = 0(*) 


(*)«■ 

<=> 


<=> 


<=> 


Võcosx - cos2x = -2 sin X 
[sinx < 0 

[5 cos X - cos 2x = 4 sin 2 X 
ị sin X < 0 

15 cos X - (2 cos 2 X - 1 ) = 4 (1 - cos 2 x) 
ị sin X < 0 

[2 cos 2 X + 5 cos X - 3 = 0 
í sin X < 0 


<=> 


cos X = V V cos X = -3 
2 


(loại) 


sin X < 0 

X = ± + k27ĩ, k e z 

l 3 


X = - + k27ĩ, k e z 

3 


Bài 139 : Giải phương trình 

sin 3 X + cos 3 X + sin 3 X cot gx + cos 3 xtgx = V2sin2x 


Điều kiện : 








Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


cosx ^0 

sin 2x * 0 

<sinx^0 <=>!.„ „<=>sin2x>0 

' sin 2x > 0 

sin 2x > 0 1 

Lúc đó : 

(*)<=> sin 3 X + cos 3 X + sin 2 X cos X + cos 2 X sin X = V2sin2x 
<=> sin 2 x(sinx + cosx) + cos 2 x(cosx + sinx) = V2 sin2x 
<=> (sin X + cos x) (sin 2 X + cos 2 x) = V2sin2x 
ísinx + cosx > 0 

<=> ị , . .2 „ . 

l(sinx + cosx) = 2sin2x 

' ( n \ \ ( 7^ 

V2 sin X + > 0 sin X + -- > 0 

<=> 1 V 4 ) <=> 1 \ 4) 


(l + sin 2x = 2 sin 2x (sin 2x = 1 (nhận do sin 2x > 0) 

'í 71^ \ ( 71V „ 

sin X + >0 sin X + > 0 

V 4 J V 4 ) 

X = — + k7ĩ, keZ X = — + m2n V X = — + m2n ị loại), m e z 
[ 4 l 4 4 v ’ 

ĨC 

<=> X = — + m27ĩ, m G z 


r -—---—— _ TT-V, 

Bài 140 : Giải phương trình 1 + 8 sin 2x. cos 2 2x = 2 sin 3x + (*) 

V 4 


sin 3x + >0 

4 


ì o _ . . TCA 

1 + 8sin2xcos 2 2x = 4 sin 2 3x + -f 

l l 4 J 

í . í TtV 

sin 3x + >0 

o l 4j 

1 + 4 sin 2x (1 + cos 4x) = 21- cos( 6x + ^) 

' . í TtV 

sin 3x + >0 

<=> < l 4j 

1 + 4 sin 2x + 2(sin 6x - sin 2x) = 2(1 + sin 6x) 

( 71 ^ . ( 7Ĩ^Ị 

sin 3x + >0 sin 3x + -7 > 0 

l 4 J l 4 J 

<=> < v 7 <=> < v 7 

sin 2x = — X = -^- + k7T V X = —^ + k7ĩ, k e z 

1 2 1 12 12 


So lại vđi điều kiện sin 3x + — >0 

[4 
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•Khi X = w thì 
12 


sin 


( n ^ 

3x + 

4 


= sin -Ị- + 3kĩi = cos kĩt 

l 2 


1 , (nếu k chẩn) (nhận) 
-l,(nếu k lẻ)(loại) 


5n 


• Khi X = + kĩĩ thì 

12 


sin 


í n 

3x + — 

l 4 


= sin 




^+3k7ĩ 

. 2 J 


= sin 


í n , A 
+ k7ĩ 


V 


2 J 

-l,nếu kchẵn (loại) 
1, nếu k lẻ (nhận) 

Do đó (*)<=> X = vv + m2n V X = + (2m + 1) n, m e z 

w 12 12 v ; 


T , . , Vl - sin 2x + Vl + sin 2x , 

Bải 141 : Giải phương trình - 7 — -= 4cosx(*) 

sin X 

Lúc đó : (*)<=> Vĩ - sin 2x + V1 + sin2x = 2 sin 2x 
( hiển nhiên sinx = 0 không là nghiệm , vì sinx =0 thì VT = 2, VP = 0 ) 
2 + 2Vĩ - sin 2 2x = 4 sin 2 2x 
sin2x > 0 

V1 - sin 2 2x = 2 sin 2 2x - 1 
sin2x > 0 

1 - sin 2 2x = 4 sin 4 2x - 4 sin 2 2x + 1 
1 


<s> 


<=> 


<=>< 






sin 2 2x > _ 

2 

sin 2x > 0 

sin 2 2x (4 sin 2 2x - 3 ) = 0 
^ 1 

sin 2x > —j= 

V2 

oír, 9^ - >/3 . « - -V3 

sin 2x = -4— V sin 2x = _ 

2 2 

. 9y > V2 

sin 2x > 

2 


Vặ 

<=> sin 2x = 

2 


<=> 2x = + k2jc V 2x = -V- + k27ĩ, k e z 

3 3 
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<=>x = -^- + k7ivx = -^ + kĩĩ, k e z 

6 3 

Chú ý : Cố thể đưa về phương trình chứa giá trị tuyệt đôi 
/ s [sinx#0 

(*)<=> . . , . . . 

Mcos X - sin x| + |cos X + sin x| = 2 sin 2x 

<=> lcos X - sin x| + lcos X + sin x| = 2 sin 2x 


Bài 142 : Giải phương trình sin X + V3 cos X + V sin X + V3 cos X = 2 (*) 


. n 

_ sin^ 

Đặt t = sin X + V3 cos X = sin X +-— 

n 

cos _ 


cosx 


<=> t = 



( K ^ 


( 71^ 

— sin 

X + — 

= 2 sin 

X + — 

n 1 

l 3j 


l 3j 


3 

(*) thành t + Vt = 2 
<=> Vt = 2 - t 


í 2 - t > 0 


[t < 2 


<=> 


t = 4-4t + t 2 ìt 2 -5t + 4 = 0 


ít < 2 J „ 

<=> ị , ~ , <=> t = 1 

t = 1 V t = 4 


Do đó (*) 
<=> sin 


( n ^ 1 

3j 


= ^-<=>x + ^- = ^- + k2 n hay X + ^ + k2 n, k £ z 

2 3 6 3 6 


<=> X = - + k2rc V X = ^ + k27t, k £ z 

6 2 


Bài 143 : Giải phương trình 

3Ạgx +1 ( sin X + 2 cos x) = 5 (sin X + 3 cos x) (*) 

Chia hai vế của (*) cho cosx ^ 0 ta được 
(*) <=> 3^/tgx + ĩ(tgx + 2) = 5 (tgx + 3) 

Đặt u = y/tgx + 1 với u > 0 

Thì u 2 - 1 = tgx 

(*) thành 3u(u 2 + l) = 5(u 2 + 2 ) 

<=> 3u 3 - 5u 2 + 3u -10 = 0 
<=> (u - 2)(3u 2 + u + 5) = 0 

o u = 2v 3u 2 + u + 5 = 0(vô nghiệm) 

Do đố (*) <=> yjtgx + 1 = 2 
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<=> tgx + 1 = 4 
<=> tgx = 3 = tga 


V n 

với - -r < a < -r 


V 


x-a + kn,k & z 




Bài 144 : Giải phương trình (Vĩ - cosx + Vcosx)cos2x = ^sin4x(*) 


(*) <=> (Vl - cosx + Vcosx jcos2x = sin2xcos2x 

ícosx>0 r - I - 

+í> ■< „ hay VI - cos X + vcos X = sin2x 

1 cos 2x = 0 




cos x> 0 

n _ hay 

2x = — + kĩT, keZ 

2 






cos x> 0 

x = Ị + k^,keZ 
4 2 


cos x> 0 


hay 


cos x> 0 
sin 2x > 0 

[l + 2 Ậ 1 - cos x)cosx = sin 2 2x 

COSX>0 
sin 2x> 0 

[l + 2 Ậ 1 - cos x)cosx = sin 2 2x ( VT > 1 > VP) 

cos x> 0 
sin 2x > 0 
sin 2 2x = 1 
(l-cosx)cosx = 0 


X = ± ^ + Im hay X = ± ^ + Im, h e z 
4 4 


hay 


n 


<=> X = ± + Im, h e z 

4 

Ísin2x = l Ísin2x = l 

hay < . hay < 

[cos X = 0 (=> sin 2x = 0) [cos X = 1 (=> sin X = 0 => sin 2x = 0) 

<=> X = ± ^ + Im, h e z 

4 


Bài 145 : Giải phương trình sin 3 x(l + cotgx) + cos 3 x(l + tgx) = 2Vsinxcosx (*) 


/*\ . 3 ( sin X + cos X V ... 3 ( cos x + sin X^ _ f-r -——— 

(*)<=> sin X - 7 —- + cos X -—- =2vsinxcosx 

^ sin X J y cos X ) 

■£=> (sin X + cos x) (sin 2 X + cos 2 x) = 2Vsinxcosx 

ísinx + cosx > 0 

<=> <+ . 

1 + sin 2x = 2 sin 2x 


ísin X + cos X > 0 

o ; “ ” <=> <! 

sin 2x = 1 


sin 


k n^ 

X + — 

4 


> 0 


71 

X = — + krt, k e z 
4 
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sin 


^ n^ 

X + — 

4 


> 0 




sin 


x + “7 = 77 + kre, keZ 
4 2 


^ 7Ĩ ^ 
X + — 

4y 


> 0 


x + “7 = 77 + h27ĩ hay X + ^ = ^ + h27ĩ:, h e z 
4 2 4 2 


Tt 


<=> X = — + h2jc, h e z 


Bài 146 : Giải phương trình Vcos2x + ^1 + sin2x = 2>/sinx + cosx (*) 


Điểu kiện cos2x > 0 và sin x + — >0 

l 4j 

Lúc đó : (*) <=> Vcos 2 X - sin 2 X + ^(cosx + sinx) 2 = 2Vcosx + sinx 

<=> cos 2 X - sin 2 X + (cos X + sin x) 2 + 2>/cos2x-J(cosx + sinx) 2 

= 4(sinx + cosx) 

<=> cos X (cos X + sin x) + (sin X + cos x) Vcos2x = 2(sin X + cos x) 
sin X + cos X = 0 
cos X + Vcos2x = 2 
tgx = -1 

Vcos2x = 2 - cosx(* *) 
tgx = -1 


<s> 




<=> 


cos 2x = 4 - 4 cos X + cos X 
.2 


<=> tgx = -1 V cos X + 4 cos X - 5 = 0 
<=> tgx = -1 V cos X = 1 V cos X = -5 (loại) 


n 


<=>x = - — + k7ĩvx = k27ĩ, k e z 
4 


n 


Thử lại : • X = - — + k n thì cos2x = cos 
4 


^ 7ĩ^ 


V 


=O(nhận) 


Và sin 


X + — 

V 4y 


= sink7ĩ = O(nhận) 


X = k27ĩ thì cos2x = l(nhận) 


và cos 


^ 7ĩ^ 

X + — 

V 4/ 


= cos > o(nhận) 


Do đó (*) <=>x = -- 7 - + k7tvx = k2TC, k e z 
4 

Chú ý : Tại (**) có thể dùng phương trình lượng giác không mực 
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(* *) ^ I C0S x + ^ cos 2x = 2 

sin X + cos X > 0 


<» 


<=> 


cosx = 1 

cos 2x = 2 cos 2 X - 1 = 1 
sin X + cos X > 0 
cos X = 1 
sin X + cos X > 0 
Cách khác 


X = 2k7ĩ, k e z 


(*) <=> yỊ< cos 2 X - sin 2 X + ^(cosx + sinx) 2 = 2>/cos X + sinx 

<=> ẶcõsxỴsĩĩĩxHcõsx^sưìxy + cos X + sin x) 2 = 2Vcos X + sin: 


<=> COSX+ sinx= 0 hay 
<=> tgx = - 1 hay 
<=> tgx = - 1 hay 


ícos x + sinx> 0 

ị^Vcosx - sinx + Ặcõsx^sĩnx) = 2 


cos x + sin x> 0 
2 cos X + 2Vcos 2x = 4 
cosx + sinx>0 
cos X + V cos 2x = 2 


71 í 

<=> X = - -y + krc, k € z hay < 


cos X = 1 


[cos2x = l 


Tt 


<=> X = - — + kĩĩ hay X = 2kn, k e z 
4 

( nhân xét : khi cosx =1 thì sinx = 0 và sinx + cosx = 1 > 0 ) 


BẢITẮP 

1. Giải phương trình : 

a/ VT + sin X + cos X = 0 
4x _ 2 

cos^-cos X 

b/ - 3 — = 0 

V 1 - tg 2 x 

c/ sin X + V3 cos X = V 2 T cos 2x + V 3 sin 2x 
d/ Vsin 2 X - 2sinx + 2 = 2 sin X - 1 

e/ 2 V 3 sinx = — -V 3 

2 A /sin X -1 

sin 2 2x + cos 4 2x - 1 _ Q 

Vsincosx 

g/ 8 cos 4x cos 2 2x + Vl - cos 3x + 1 = 0 
h/ Vsinx + sin X + sin 2 X + cos X = 1 
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k/ Võ - 3 sin 2 X - 4 cos X = 1-2 cos X 
1/ cos2x = cos 2 xVl + tgx 

2. Cho phương trình : 

Vĩ + sin X + Vl - sinx = m cos X (1) 

a/ Giải phương trình khi m = 2 

b/ Giải và biện luận theo m phương trình (1) 

3. Cho f(x) = 3cos 6 2x + sin 4 2x + cos4x - m 

a/ Giải phương trình f(x) = 0 khi m = 0 

b/ Cho g(x) = 2cos 2 2xV3cos 2 2x + 1 . Tìm tất cả các giá trị m để phương 

trình f(x) = g(x) có nghiệm. 

(ĐS : 1 < m < 0) 

4. Tìm m để phương trình sau có nghiệm 

Vl + 2cosx + V 1 + 2sinx = m 

ỊđS : Vl +Vã < m < 2 V 1 + V 2 Ị 

B) PHƯƠNG TRÌNH LƯƠNG GIẤC CHỨA CẤC TRI TUYÊT ĐỎI 


Cách giải : 1/ Mở giá tri tuyêt đối bằng đinh nghũ 

2/ Áp dụng 
• A = |B| <=> A = ±B 

.|A| = B«Ị B -° «Ị B 2 '° 2 «| 
11 Ịa = ±B Ịa 2 = B ì 

1 

ÍA>0 1 

[A=B 1 

[A< 0 
[A = -B 


Bài 147 : Giải phương trình 

cos3x 

= 1-V3sin3x (*) 


(*)« 






[l-Vã sin3x > 0 

I cos 2 3x = 1 - 2 V 3 sin 3x + 3 sin 2 3x 
sin 3x < ~^= 

Vã 

1 - sin 2 3x = 1 - 2 V 3 sin 3x + 3 sin 2 3x 
1 


sin 3x < 


V3 


4 sin 2 3x - 2 V 3 sin 3x = 0 

sin 3x < -^= 

V3 

sin 3x = 0 V sin 3x = 

2 

<=> sin 3x = 0 




X = 


kĩi 


k G z 
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Bài 148 : Giải phương trình 3 sin X + 2 cos X - 2 = 0(*) 

(*) <=> 2 |cos x| = 2 - 3sin X 

í 2 - 3 sin X > 0 
<=> 1 

4 cos 2 X = 4 - 12 sin X + 9 sin 2 X 


sin X < ^r 
<=> < 3 

4 (l - sin 2 x) = 4 -12 sin X + 9 sin 2 X 

' _ 2 
sin X < — 

<=> < 3 

13 sin 2 X - 12 sin X = 0 

. . 2 
sin X < — 

3 

_ nwo . _Ị2 

sin X = 0 V sin X = — 

13 

<=> sin X = 0 
<=> X = kĩc,keZ 




Với điều kiện : 0 < t < yỈ2 
Thì t 2 =1 + 2 sin X cos X 
t 2 -1 

Do đó (*) thành : ——-h t = 1 

2 

<=> t 2 + 2t - 3 = 0 
<=> t = 1V t = -3(loại) 

Vậy (*)<=> l 2 = 1 + 2sinxcosx 
<=> sin2x = 0 
_ „ _ kĩĩ , _ „ 

_ 2 _ 

Bài 150 : Giải phương trình sin X - cos X + 2sin 2x = 1 (*) 

Đặt t = |sin X - cos x| Ị điều kiện 0 < t < V 2 ) 

Thì t 2 = 1 - sin 2x 

(*)thành: t + 2^1 — t 2 ^ = 1 

<=> 2t 2 - t - 1 = 0 


ot = lvt = -^(loại dođiềukiện) 


khi t = 1 thì l 2 = 1 - sin 2x 
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<=> sin 2x = 0 

<=> X = ^, k e z 
2 


Bài 151 : Giải phuơne trình sin 4 X - cos 4 X = 

sinx 

+ 

cosx (*] 

1 

(*)<=>! 

(sin 2 X + cos 2 x) 

(sin 2 X - cos 2 xj 

= 

sin X 

+ 

cosx 



o - cos 2x = |sin x| + |cos x| 
f-cos2x > 0 

cos 2 2x = 1 + 2 |sin x| |cos x| 
cos2x < 0 

1 - sin 2 2x = 1 + |sin 2x| 
cos2x < 0 
Jsin2x| = - sin 2 2x 

ícos2x < 0 

<=> < . ’ 

[sin2x = 0 

Ícos2x<0 

<=> ị n _ <=> cos2x = -1 

[cos 2 2x = 1 

<=> x = ^- + krc, k £ z 
2 


<=> 


<=> 




Bài 152 : Giải phương trình V3 sin 2x - 2 cos 2 X 

= 2 V 2 + 2cos2x (*) 

1 

Ta có : 1 

(*) 

Ị <=> 2 V 3 sin X cos X - 2 cos 2 X = 2^ 

^2 + 2| 

(2cos 2 X - 1 

) 


<=> cosx 


1_ 

sinx - — cosx 
2 2 


= cosx 


<=> cosx.sin 


X - — 

V 6y 


= cosx 



cosx > 0 


cosx < 0 

<=> cosx = 0v< 

1 

( 7 O 

V < 

1 

( 7Ĩ^Ị 


sin 

X —— 

= 1 

sin 

X - — 



l 6y 



l 6 J 


= -l 


<=> cos x = 0v 


cos X > 0 

x “ “7 = “7 + k27ĩ, k e z 
6 2 


V < 


cosx < 0 


X - ^ + k27ĩ, k e z 

6 2 


<=> X = "7 + kĩĩ, keZv 
2 


cos X > 0 

X = + k27ĩ, k <E z 

3 


cosx < 0 

X = - + k2;t, k e z 

3 


n 


<=> X = 4- + kĩĩ, k e z 
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Bài 153 : Tìm các nghiệm trên (0, 2n) của phương trình : 

sin3x-sinx 0 
— . = ^~ = sin 2x + cos 2x(* 

V1 - cos2x 


_ , . _ 2cos2xsinx nr 

Ta có : (*) <=>-—-— = V2 

v2|sinx| 

Điều kiện : sin X ^ 0 <=> X ^ k7ĩ 
• Khix G (0,7ĩ)thìsin X > Onên : 


(*) <=> V2cos2x = V2cos 


cos 


( n n \ 
2x - — 


^ n ^ 

2x - — 


V 


-■) 


<=> 2x = ± 


^ ĩt> 

2x-- 

V 4y 


+ k 2 n, k e z 


7Ĩ 


<=> 4x = + k27ĩ:, k e z 

4 

It , kít , „ 

<=> X = --- + ,keZ 

16 2 

Do X e (0,7ĩ) nên X = hay X = 

v ’ 16 16 

Khi X e (m, 2tt) thì sinx < 0 nên : 


(*) <=> -cos2x = cos 


2x-- 
V 4 

í 


<=> cos(7ĩ - 2x) = cos 2x-y 

V 4 J 


<=> 2x — -^ = + (tĩ — 2x) + k27ĩ,keZ 

<=> 4x = + k27ĩ;, k e z 

4 

5n , ktt , _ „ 

<=> X = —f k e z 

16 2 

p. _ _ , 0 \ A. v _ 2171 _ 29 k 

Do xe(7ĩ,27ĩ) nên x = —— vx = —• 


16 


16 


Bài 154 Cho phương trình : sin 6 X + cos 6 X = a |sin 2x| (*) 
Tìm a sao cho phương trình có nghiệm. 


Ta có : 

sin 6 X + cos 6 X = (sin 2 X + cos 2 x) (sin 4 X - sin 2 X cos 2 X + cos 4 x) 
= (sin 2 X + cos 2 x) -3sin 2 xcos 2 x 

= 1 - ^ sin 2 2x 
4 

Đặt t = |sin2x| điều kiện 0 < t < 1 
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thì (*) thành : l--ịt 2 = at (* *) 


1 3 

<=> - ^-t = a (do t = 0 thì (**) vô nghiệm) 


Xéty = ì-^t trên D = (0,1] 
t 4 

thì y' = --Ịr--ặ<0 

t 2 4 


t 


0 1 

y’ 


- 

y 


foo 



1 


4 


Do đó : (*) có nghiệm <=> a > 4 • 

4 


Bài 155 

Cho phương trình cos 2x = m cos 2 XyJ 1 + tgx 

(*) 


Tìm m để phương trình có nghiệm trên 

1 

© 

co 1 3 

1__ 



Đặt t = tgx thì 

Vậy : (*) thành: 1 - t 2 = mVl + t (* *) (chia 2 vế cho cos 2 0) 


n 


Khi 0 < X < 77 thì te 


0,V3~ 


3 L ' ’ J 

Vậy (**) <=> m = = (1 - t)Vl + t 

VĩTt VĩTt v ’ 

Xét y = (1 - t) Vl + t trên 0, V 3 


Ta có 


y' = 

<=> y 


^ + hrìụ - 2 ( 1 + t Hi-t) 

2V1 + t 2V1 + t 

-3t -1 


2 >/l + t 


<0 vt e 


0,V3 


t 

0 V3 

y’ 




y 


L 

( 1 - V3)Vl +V3 
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Do đó : (*) có nghiệm trên 0,-Ịr 


<=> íl- V3Wl + V3 < m < 1' 


BÀI TẠP 


1. Giải các phương trình 

a/ |sin X - cox| = 1-4 sin 2x 

b/ 4 sin X + 3 |cos x| = 3 
c/ Itgxl = cotgx + 1 


cosx 


d/ 


sinxvl-cosx 1 + cosx 
1 


- V2 = -V2 


^1 + 3cos 2 x^ 
sin 2 X 


e/ |cot gx| = tgx + 

!cosx - |sins 
Vl + cosx + V1 - cosx 


sinx 

f/ 2cosx - Isinxl = 1 


g/ 

h/ 


cosx 

■s/l - cos2x _ ^2 
sin X 




= 4 sin X 




cosx - — 


V 




m/ Vcos2x + Vl + sin2x = 
n/ |cosx| + sin3x = 0 
r/ lcotgxl = tgx + —^ 


sin X + cos X 


sinx 

s/ |cos X + 2 sin 2x - cos 3x| = 1 + 2 sin X - cos 2x 
0 / , tg2x , =|tgx + l| + 1 


|tgx - 1 


|tgx - 1 


p/ |sin X - cos x| + |sin X + cos x| = 2 

2. |sin X + cos x| + a sin 2x = 1 

Tìm tham số a dương sao cho phương trình có nghiệm 

3. Cho phương trình: |sin X - cos x| + 4 sin 2x = m 

a/ Giải phương trình khi m = 0 


65 


b/ Tìm m để phương trình có nghiệm (ĐS V 2 - 4 < m < ^) 

16 
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CHƯƠNG VIII 

PHƯƠNG TRÌNH LƯƠNG GIẤC KHÔNG MAU MƯC 
Trường hơp 1 : TÔNG HAI SÔ KHÔNG ÂM 


/ 

Ap dụng 


Nếu 


ÍA > 0 A B > 0 
[A + B = 0 


thì A = B = 0 


Bài 156 Giải phương trình: 

4 cos 2 X + 3tg 2 x - 4 V 3 cos X + 2V3tgx + 4 = 0 (*) 


Ta có: 

(*)<=> Ị2 cos X - V 3 ) + ỊV3tgx + l) =0 

Vã 




cos X = 


tgx= -^ 




X = ± + k27g keZ 

6 

tgx= -^ 


<=> X = - -7 + k27ĩ, k e z 
6 


Bài 157 Giải phương trình: 

8cos4x.cos 2 2x + Vl - cos3x +1 = 0 (*) 


Ta có: (*) <=> 4 cos4x(1 + cos4x) + 1 + Vl - cos 3x = 0 
<=> (4 cos 2 4x + 4 cos 4x + 1 ) + V1 - cos 3x = 0 
(2 cos 4x + l) 2 + Vĩ - cos 3x = 0 






cos4x = - _ 

2 <=> 

cos 3x = 1 


cos4x = - " 
2 


cos4x = - ^ 

2 

3x = k27ĩ, k e z 


k27ĩ 


X = 


, k e z (có 3 đầu ngọn cung) 
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cos4x = - ( 

o 2 

2ji 2 71 

X = - +m2n hay X = m2n hay X = + m2n , m e z 

3 3 

2n 

<=> X = ± —- + m.2ĩi, m e z 
3 

(ta nhận k = ±1 và loại k = 0 ) 


Bài 158 Giải phương trình: 

gị n 2 „ . 

sin 2 X + ° (cos 3xsin 3 X + sin 3xcos 3 X 1 = sin X sin 2 3x (*) 

_ 3sin4x v _ v ’ 

Ta có: cos 3x. sin 3 3x + sin 3x. cos 3 X 

= (4 cos 3 X - 3 cos x) sin 3 X + (3 sin X - 4 sin 3 x) cos 3 X 

= -3 cos X sin 3 X + 3 sin X cos 3 X = 3 sin X cos X (cos 2 X - sin 2 x) 

3 . _ 0 3 . . 

= — sin 2x. cos 2x = — sin 4x 
2 4 

Vậy: (*) <=> sin 2 X + ^ sin 2 3x = sin X sin 2 3x và sin 4x ^ 0 

í \ Y 1 lọ 

<=> 4 sin 2 3x - sin X - — sin 4 3x + — sin 2 3x = 0 và sin 4x^0 
2 4 4 


, fl . 2 
<s> —sin 
2 


1 „• 2 


V 1 4 1 

3x - sin X - — sin 4 3x + — sin 2 3x = 0 và sin 4x^0 
J 4 4 

3x - sin X + — sin 2 3x (1 - sin 2 3x 1 = 0 và sin 4x^0 

J 4 [ > 

Y 1 

3x-sinx + -V sin 2 6x = 0 và sin4x^0 

J 16 


<=> sin 2 3x - sin X + ~p~ sin 2 6x = 0 và sin4x^0 

u J 16 

sin4x * 0 

<=> < — sin 3x = sin X 
2 

sin 3x = 0 V cos 3x = 0 


Ísin4x 0 


Ísin4x * 0 


<=> < sin 3x = 0 V < 4- = sin X 
. „ 2 
sin X = 0(VN) 

L [sin 3x = ±1 

Ísin4x * 0 


<=> ị sin X = (4 

2 

3 sin X - 4 sin 3 X = ±1 
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Ísin4x * 0 


<=> 


1 


sm X = — 
2 


sin4x * 0 

X = ^ + k2n v^ + k2ĩz, keZ 

l 6 6 

<=> X = -^ + ỵ.2n V X = ^ + k27ĩ;, k e z 
6 6 


Trường hơp 2 Phương pháp đốì lập 


ía < m < b , v 

Nêu <! 1* thìA = B = M 

Ị A - B 


Bài 159 Giải phương trình: sin 4 X - cos 4 X = 

sin X 

+ 

cos X 

(*) 


Ta có: (*) <=> sin 2 X - cos 2 X = |sinx| + |cosx| 

<=> - cos 2x = |sin x| + |cos x| 
ícos 2x < 0 

<=> < 2 , . .. . 

1 cos 2x = 1 + 2 sin X |cos X 

ícos 2x < 0 ícos 2x < 0 

ị- sin 2 2x = 2 |sin 2x| [sin 2x = 0 (cos 2x = ± 1) 
<=> cos 2x = -1 

71 , , 

<=> X = -zr + k7ĩ,keZ 
2 

Cách khác 

Ta cố sin 4 X - cos 4 X < sin 4 X < |sin x| < |sin x| + |cos x| 

ícosx = 0 _ n ... _ 

Do đó (*) <=> < <=> cos x = 0<»x = -^ + k7ĩ, k e z 

[sin x= sinx 2 


Bài 160: Giải phương trình: (cos2x - cos4x) 2 = 6 + 2sin3x (*) 


Ta có: (*) <=> 4sin 2 3x.sin 2 X = 6 + 2sin3x 

• Do: sin 2 3x < 1 và sin 2 X < 1 

nên 4sin 2 3xsin 2 X < 4 

• Do sin3x>-l nên 6 + 2sin3x>4 
Vậy 4sin 2 3xsin 2 X < 4 < 6 + 2sin3x 

Dấu = của phương trình (*) đúng khi và chỉ khi 
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sin 2 3x= 1 
< sin 2 X = 1 <=> 

sin 3x = -1 


ísin 2 X = 1 
[sin 3x = -1 




X = ±^- + k2xt, k e z 71,-, ^ 

2 <=> X = -j- + k27ĩ, k e z 

sin 3x = -1 


Bài 161 Giải phương trình: C0S x —= 2cos2x(*) 

Vsinx + vcosx 

Điều kiện: sin X > 0 A cos X > 0 
Ta có:(*) 

<=> (cosx - sinx)(l + sinxcosx) = 2(cos 2 X - sin 2 sinx + Vcosx) 
cosx-sinx = 0 (1) 

1 + sin X cos X = 2 (cos X + sin X iụ sin X + Vcos xì (2) 


7E 

Ta có: • (1) tgx = 1 X = + kĩĩ, k E z 

4 


. Xét (2) 

Ta có: khi sinx > 0 thì yj sin X > sinx > sin 2 X 
Tương tự Vcos X > cos X > cos 2 X 

Vậy sinx + cosx>l và Vsĩĩĩx + Vcõsx > 1 

Suy ra vế phải của (2) thì > 2 

1 3 

Mà vế trái của (2): l + ^sin2x<^ 

2 2 


Do đó (2) vô nghiệm 
Vậy: (*) <=>x = -^- + kĩĩ, k e z 


Bài 162: Giải phương trình: V3 - cos X - Vcosx + 1 = 2 (*) 


Ta có: (*) <=> -v/3 - cosX = 2 + VcosX + 1 

<s> 3 - cos X = 5 + cos X + 4-x/cosx + 1 
<=> -2(cosx +1) = 4>/cosx +1 
Ta có: -2(cosx + 1) < 0Vx 
mà 4>/cosx + 1 > 0 Vx 

Do đó dấu = của (*) xảy ra <=> cosx = -1 

<=> X = K + k27ĩ ,keZ 
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Bài 163: Giải phương trình: 

cos 3x + \l 2 - cos 2 3x = 2(1 + sin 2 2x) (*) 


Do bất đẳng thức Bunhiacốpski: 

I AX + BY| < Va 2 + B 2 .Vx 2 + Y 2 


nên: 


lcos3x + 1 V 2 - cos 2 3x < Vã.^cos 2 3x + (2 - cos 2 3x) = 2 


Dấu = xảy ra <=> cos3x = V2 - cos 2 3x 
ícos3x > 0 
cos 2 3x = 2 - cos 2 3x 
cos3x > 0 


<=> 


<=> 


<=> cos3x = 1 


cos3x = ±1 

V. 

Mặt khác: 2(1 + sin 2 2x) > 2 
dấu = xảy ra <=> sin2x = 0 

Vậy: cos3x + V 2 - cos 2 3x < 2 < 2 (1 + sin 2 2x) 

dấu = của (*) chỉ xảy ra khi: 
cos 3x = 1 A sin 2x = 0 

ícos 3x = 1 




k.TC V 

X = -4- ,k € z (có 4 đầu ngọn cung) 
2 


<=> X = 2mn, m e z 


Bài 164: Giải phương trình: tg 2 x + cotg 2 x = 2sin 5 


7tA 

X + — 

4y 


(*) 


Điều kiện: sin2x ^ 0 

Do bất đẳng thức Cauchy: tg 2 x + cotg 2 x > 2 
dấu = xảy ra khi tgx = cotgx 


Mặt khác: sin 


X + — 

V 4 J 


< 1 


nên 2 sin 5 


K ^ 

X + — 

4y 


< 2 


dấu = xảy ra khi sin 


^ K ^ 

X + — 

V 4/ 


= 1 


Do đó: tg 2 x + cotg 2 x > 2 > 2sin 5 


í 


Dấu = của (*) xảy ra <=> 


n 

X + — 

V 4/ 

tgx = cotgx 


sin 


í n \ 

X + — 

4 J 


= 1 


V 
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tg 2 X = 1 

* 7Ị 

X = -7 + ỵ.2n , k e z 
[ 4 

<=> X = — + k27t, k e z 
4 


Trường hợp 3: 
Áp dụng: 


ÍA < M và B < M 
Nếu< " 

A+B=M+N 


thì 


ÍA = M 
Ịb = N 


sinu + sinv = 2 <=> 

sin u-sin V = 2 <=> 


ísinu = l 
[sin V = 1 
í sin u = 1 
1 sin Y = - 1 


sin u + sin V = - 2 


ị sin u = -1 
[sin v = -1 


Tương tự cho các trường hợp sau 

sinu+cosv = ±2 ; cosu+cosv = ±2 


3x _ 

Bài 165: Giải phương trình: cos2x + cos^-- 2 = 0(*) 


3x 

Ta có: (*) <=> cos2x + COS-— = 2 

v ’ 4 

3x 

Do cos2x < 1 và cos —— < 1 

4 

nên dấu = của (*) chỉ xảy ra 

r _ _ /'11 




Do 


cos 2x = 1 

. 3x , « ' 
cos —7— = 1 
4 


[ X = kĩĩ, k € z 


X = 


8hĩĩ 


h e z 


<=> X = 8m7ĩ, m e z 


,_ 8h7i , 8h 

krc = —— <=> k = —— 
3 3 


đế k nguyên ta chọn h = 3m (m e z) (thì k = 8m) 
Cách khác 

í cos 2x = l [x = kĩi,keZ 

<=> ị 3kĩĩ „ X = 8mTt, m e z 


3x 

cos — = 1 
4 


cos 


=1 


Bài 166: Giải phương trình: 

cos2x + cos4x + cos6x = cosx.cos2x.cos3x + 2(*) 
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cos 2x + cos 4x + cos 6x =2 cos 3x cos X + 2 cos 2 3x -1 

= 2cos3x(cosx + cos3x) -1 
= 4 cos 3x. cos 2x. cos X - 1 

Vậy: cos3x.cos2x.cosx = i(cos2x + 6cos4x + cos6x +1) 

Do đó: 

1 9 

(*) <=> cos 2x + cos 4x + cos 6x = 4-(cos2x + cos 4x + cos6x) + 

<=> ^ (cos 2x + cos 4x + cos 6x) = ^ 

cos 2x + cos 4x + cos 6x = 3 


cos 2x = 1 
<s>« cos4x = ].<=>•( 
cos 6x = 1 
<=> 2x = k2jĩ, keZox = k7T, k e z 
( Thê" (1) vào (2) và (3) ta thấy hiển nhiên thỏa) 


2x = k27ĩ,keZ (1) 
cos4x = 1 (2) 

cos 6x = 1 (3) 


Bài 167: Giải phương trình: 

cos2x-V3sin2x-V3sinx-cosx+4 = 0(*) 


Ta có: 

(*) « 2 = 


1 „ , V3 . 

- — cos 2x + —— sin 2x 

2 2 


+ 


V 


, 1 

sinx + — cosx 

V 2 2 J 


<=> 2 = sin 

í 




sin 


z 7^ 

2x - — 


V w 

\ 

= 1 


+ sin 


2x - — 




sin 


<=> 


n ^ 
X + -r 
6y 




= 1 


^ K ^ 

X + _ 

V 6y 


2x - ^ + k27t, keZ 

6 2 

X + = ■“ + h27ĩ, h e z 

6 2 


X = -T- + kĩi, k e z 

° <=> X = -^ + hĩĩ,heZ 

X = + h27ĩ, h e z 

3 


Cách khác 


(*) » 




sin 

sin 


7Ĩ 


2x- „ 

V 6 

f n ^ 

V 6 J 


\ 

' 

( 

_\ 

= 1 

sin 

2x - 

71 



l 

ẽj 




= 1 


X + — = — + h27ĩ, h € z 


6 2 
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<=> 


sin 


r n \ 

2x-5 

V 6y 


= 1 


X = + h27g h e z 

3 


<=> X = -T + hĩi, h e z 


Bài 168: Giải phương trình: 4cosx - 2cos2x - cos4x = 1(*) 


Ta có:(*) <=> 4cosx - 2(2cos 2 X - l) - (l -2 sin 2 2x) = 1 

<=> 4cosx - 4 cos 2 X + 8 sin 2 X cos 2 X = 0 

<=> cos X = 0 hay 1 - cos X + 2 sin 2 X cos X = 0 

<»cosx = 0hay 1 + cos x(2sin 2 X - l) = 0 

<=> cos X = 0 hay 1 - cos X cos 2x = 0 (* *) 

<=> cos X = 0 hay 1 _ 2 ( cos + cos x ) = 0 

<=> cos X = 0 V cos 3x + cos X = 2 
cos 3x = 1 

cos X = 1 
[cos X = 1 

(4cos 3 x-3cosx = 1 
<=> cos X = 0 V cos X = 1 


<=> cos X = 0 V I 
<=> cos X = 0 <s> 


<=>x = ^- + kĩivx = k27ĩ, k e z 
2 


Cách khác 

(**)<=> cos X = 0 hay cos X cos 2x = 1 

ícosx = l [cosx=-l 
<=> cos x = 0v V < 

[cos2x = l [cos2x=-l 

71 Íx = k 27 i, keZ íx =n+ k 27 ĩ, k e Z(loại) 

<=> X = -T- + kĩi,keZv _ _ vị 

2 [cos2x = l [cos2x=-l 


<=>x = -- + k7ivx = k27ĩ, k e z 
2 


Bài 169: 


Giải phương trình: 
tg2x + tg3x + — 


sinxcos2xcos3x 


= 0 (*) 


Điều kiện: sin 2xcos 2xcos 3x +: 0 
Lúc đó: 

sin2x sin3x 1 

(*) <=> “ + " y- — = 0 

cos2x cos3x sinx.cos2x.cos3x 

sin 2x sin X cos 3x + sin 3x sin X. cos 2x + 1 = 0 

<=> sinx(sin2xcos3x + sin3xcos2x) + 1 = 0 
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<=> sinx.sinõx = -1 


<s> --^(cos6x - cos4x) = -1 

<=> cos 6x - cos 4x = 2 

ít = cos2x 


<=> 


(cos6x = 1 
I cos4x = -1 


<» 


4t 3 - 3t = 1 <» 
2t 2 - 1 = -1 


Do đó: (*) vô nghiệm. 
Cách khác 

<=> sin X. sin 5x = -1 <=> 
X = ^ + k2n, k e z 

oị 2 

sin5x = -l 

<=>xe0 


t = cos2x 
4t 3 - 3t = 1 
t = 0 


sinx = -l 


1 sin X = 1 
. hay - 

[sin5x = -l (sin5x = 1 


í si 


hay 


X = + k27T, k e z 

2 

sin5x= 1 


Bài 170: Giải phương trình: cos 2 3x.cos2x - cos 2 X = 0(*) 


Ta có: (*) <=> ^(1 + cos6x)cos2x - ỉ(1 + cos2x) = 0 
<=> cos 6x cos 2x = 1 


<=> ^ (cos 8x + cos 4x) = 1 

<=> cos 8x + cos 4x = 2 
ícos 8x = 1 
cos4x = 1 

2 cos 2 4x - 1 = 1 
cos4x = 1 

cos 2 4x = 1 
cos4x = 1 

V. 

<=> cos4x = 1 
<=> 4x = k27t, k e z 

<=> X = ^ , k e z 
2 


<=> 


<=> 


<=> 


Cách khác 
<=> cos6xcos2x = 1 
ícos 2x = 1 

hay ' 

[cos 6x = 1 


cos 2x = -1 
cos 6x = -1 
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<=> 


Í2x = k2n, ke z Í2x = n + k2n, ke z 
[cos6x = l yjcos6x = -l 

, t = T 


X = ,keZ 

2 

Cách khác 

[cos 8x = 1 í cos 8x = 1 
Ịcosềx = 1 [4x = k2n, keZ 

k7ĩ , „ 

<0> X = ,k e z 

2 


Trường hợp 4: 

y = a x là hàm giảm khi 0< a <1. 
Do đó ta có 

n > m, Vx kĩt, k e í 

2 

n , 


DÙNG KHẢO SÁT HÀM SÔ 


sinx m 

< 

sinx ' 

cosx| 

< 

cơsx 

sinx| 

< 

sin X " 

1 m 

cosx 

< 

1 co s x| 


Bài 171: 

X 2 

Giải phương trình: 1 - — = cosx(*) 

2 

Ta có: 

X 2 

(*)<=> 1 =-b cosx 

v ; 2 

Xét 

X 2 

y =-h cosx trên R 

2 

Ta có: 

y 1 = X - sin X 

và 

y " = 1 - cos X > 0 Vx e R 

Do đó y’(x) là hàm đồng biến trên R 

Vậy 

Vx G (0,oo): X > 0 nên y'(x) > y'(0) = 0 


Vx e (-00,0) : X < 0 nên y '(x) < y'(0) = 0 

Do đố: 


X 

— 00 0 +00 

y’ 

- 0 + 

y 


Vậy : 

X 2 

y =-h cos X > 1 Vx e R 

2 

Dấu = 

của (*) chỉ xảy ra tại X = 0 

Do đó 

(*)<=> X = 0 • 
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Bài 172: Giải phương trình 

sin 4 x + sin 6 x=sin 8 x + sin 10 X (*) 

Ta có 

Ị sin 4 X >sin 8 X và dấu=xảy ra khi và chỉ khi sin 2 x = lhay sinx =0 
I sin 6 x>sin 10 X và dấu=xảy ra khi và chỉ khi sin 2 x = 1 hay sinx =0 
<=> sin 2 x = 1 V sinx = 0 

<=> X = ± -- + k2n V X - k2ĩĩ, ks z 
2 

Cách khác 

(*) <=> sin 4 X = 0 hay 1 + sin 2 x = sin 4 X +sin 6 X 
<=> sinx = 0 hay sin 2 X = 1 


BÀI TẠP 


Giải các phương trình sau 

1. lg(sin 2 x) - 1 + sin 3 X = 0 

2. sin 4x - cos 4x = 1 + 4 V 2 sin 


íx 


V 


n'' 

4 j 


3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


sin 2 X + — sin 2 3x = sin X. sin 2 3x 


7T SlnVx = cos X 


2 cos X + y/2 sin lOx = 3x/2 + 2 cos 28x. sin X 
(cos 4x - cos 2x) 2 = 5 + sin 3x 
sin X + cos X = >/2(2 - sin 3x) 

sin 3x(cos 2x - 2 sin 3x) + cos 3x (1 + sin 2x - 2 cos 3x) = 0 
tgx + tg2x = - sin 3x cos 2x 
2 log a (cot gx) = log 2 (cos x) 


= cos X với X € 


0 ," 

2 


cos 13 X + sin 14 X = 1 

cos 2x - cos 6x + 4 (sin 2x + 1) = 0 

sin X + cos X = >/2(2 - cos 3x) 

sin 3 X + cos 3 X = 2 - sin 4 X 

cos 2 X - 4 cos X - 2x sin X + X 2 + 3 = 0 

2l sinx l _|_ |sin x| = sin 2 X + cos X 

3 cot g 2 x + 4 cos 2 X - 2 V 3 cot gx - 4 cos X + 2 = 0 
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CHƯƠNG IX 


HỆ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


I. GIẢI HÊ BẰNG PHÉP THÊ 




2cos X - 1 = 

0(1) 

Bài 173: 

Giải hệ phương trình: < 

Vã 

(2) 



sin2x = — 

l 2 


Ta có: (1) <=> cosx = ^ 


<=> X = ± ^ + k2ft (k e z) 

Với x = ^- + k27i thay vào (2), ta được 
3 


sin2x = sin 


^ + k4n 
V 3 




Vã 


Với x = -^ + k27ĩ thay vào (2), ta được 
3 


sin 2x = sin 


( 


271 


- w + k47ĩ 
V 3 


A -_Vã Vặ n„ QÌ , 

= loại) 

J 2 2 


1 7 71 

Do đó nghiệm của hệ là: X = y + k2n,k e z 



sin X + sin y = 1 

Bài 174: Giải hê phươne trình: < 

n 

X + y = — 

l 3 



Cách 1: 


Hệ đã cho <=> 




„ . x + y X - y 1 
2 sin ——. cos — = 1 


n 

X + y = —- 

3 

r, • K ___ X - y . 

2.sin-r.cos——— = 1 




x + y = 


7Ĩ 


_ X - y . 
cos _ = 1 


n 

X + y = — 

3 
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X y Ị ~ c . J Tí T 

— —^ = k 2 71 x-y = 4kn X = -7 + k2n 

<=> < 2 <=> < -JI <=> < 6 (Ẳ:eZ) 

7 Ĩ x+ V = -r .. n 

x+v = — [ • 3 y = —-k2n 

3 16 


Cách 2: 


Hệ đã cho 
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«>V 2 cos X- — = \[ĩ 

l 4 J 

7t 

<=> X - — = h2n, he 7L 
4 


Do đó: hệ đã cho <=> 


X = -7 + h2n, he z 
4 

V = ^ + (k-h)2n,k,h e z 


_ _ , ÍA = B ÍA + c = B + D 

Cách 2: Ta có ( ^ <=> <! 

[c = D [A - c = B - D 

Hệ đã cho 

í (sin X - cos x) + (sin y - cos y) = 0 
((sin X + cos x) + (siny - cos y) = 2 V 2 


Ị— . ( Ị— . ( 

v2 sin X —-7 + v2 sin y - -7 =0 

l 4J 

r- . ( Tl\ /- . ( TrA _ 

v2 sin X + -7 + V2 sin y + -7 = 2y2 

l l 4J l 4J 

• í . c 7 tA 

, , X , X sin X --7 +sin y--ý 

c,-r,ív_ZEÌ -n V 4 J l 4yJ 

sin X - — + sin y - — = 0 ' 

l 4 J l 4 J ỊỊ 

' X , X <=> < sin X + -7 = 1 

( , 71 ^ - V 4 ) 

l 4; ự 4) . f 

l 4 J 


n n 

X + — = 7 - + k2n 
4 2 

n n , 

<=>ÍV + — = -7 + «271 

' 4 2 


•„ í 7ĩ^ . f 7 tA 

Sin X - — + sin y - — =0 
l l 4 j ự 4 j 
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Ta có: tgx - tgy = 1 + tgxtgy 

r, / X , í 1 + tgxtgy = 0 

tg(x-y) = 1 , 7 ° _ 

<=> < V < tgx - tgy = 0 

l + tgxtgy^o „ 

1 (l + tg 2 x = 0 (VN) 

<=> X - y = y + kít (keZ), với x,y * + krc 

4 2 

<=> X = y + — + kĩt, vđi X, y — + kĩĩ 

4 2 

r- r n _ ^ 

Thay vào (2) ta được: cos2y + V3 cos 2y + -4 + k2n =-1 

V 2 ) 

<=> cos 2 y - \Ỉ3sin2y = -1 

. Vã _ 1 „ 1 .. . 7Ĩ ^ 1 

<=> sm 2 y - — cos 2 y = — <=> sin 2 v-— = — 

2 ^2 2 y^óy /2 

<=> 2y - = -^7 + /?27ĩ /?ạy 2 V - ^7 = -ịr + h2n (/? e z) 

7Ĩ n 

<=> y = 77 + /?7t, h e z hay y = -ỹ- + hu, he z (lọai) 

6 2 


Do đó: 


Hệ đã cho <=> 


X = ^ + (£ + / 2 ): 
y = — + /Z7Ĩ 

l' 6 


(/2 ,k eZ) 


Bài 177: Giải hệ phương trình < 


cos 3 X - cos X + sin y = 0 (1) 
sin 3 X - sin y + cos X = 0 (2) 


Lấy (1) + (2) ta được: sin 3 X + cos 3 X = 0 
<=> sin 3 X = -cos 3 X 
<=> tg 3 x = -1 
<=> tgx = -1 

<=> X = - + kĩĩ (k e Z) 

4 

Thay vào (1) ta được: 

sin y = cos X - cos 3 X = cos X (1 - cos 2 x) 

__ . 2 _ 1 • o . v 

= cos X. sin X = — sin 2x sin X 


1 . ( 71 ^ . ( 7Ĩ , 

= —sin --- sin + k7ĩ 

2 {2 l 4 


1 ( 

= - -7 sin --7 + kĩi 

2 l 4 
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—(nếu k chẵn) 


-(nếu k lẻ) 

l 4 

V2 

Đặt sina = —- (với 0 < a < 2n) 

4 


Vậy nghiệm hệ 


: = - ^ + 2mn, m e z X = - ^ + (2m + 1 ) n, m 6 z 

y = a + h27ĩ, h <E z v y = -a + 2h7i, h e z 
y = n - a + h27ĩ, heZ y = 7 ĩ + a + h27ĩ, h e z 


II. GIẢI HÊ BẰNG PHƯƠNG PHÁP CÔNG 


Bài 178: 

í • 1 

sinx.cosy = - — 
Giải hệ phương trình: < 2 

( 1 ) 


tgx.cotgy = 1 

( 2 ) 


Điều kiện: cosx.siny^O 

ỉ[sin(x + y) + sin(x-y)] = -| 

Cách 1: Hê đã cho <=> ị . 

sinx.cosy . 

cosx.siny 

[sin (x + y) + sin (x - y) = -1 
[sin X cos y - sin y cos X = 0 
ísin(x + y) + sin(x - y) = -1 
Ịsin(x-y) = 0 
Jsin(x + y) = -l 
Ịsin(x-y) = 0 

X + y = - ^ + k27ĩ:, k e z 
<=> < 2 

X - y = hĩĩ, h e z 

X = -~J + (2k + h)^, k,h e z 
<=> 4 2 

y = -j + (2 k-h)^, k, h e z 

4 z 


(nhận do sin y cos x * 0 ) 
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Cách 2 : (2) <=> smxcos y - I <z> sin X cos y = cos X sin y 

cosxsiny 

._ 1 

sinxcosy = - — 

Thế (l) vào (2)ta được: « ị 

cosxsin y = ~4~ 

[ 2 

ísin(x + y) = -1 

1 sin(x-y) = 0 


71 

X + y = - -ị + k 2 ĩi, k e z 
x-y = hn, he z 
X = --j- + \2k + h)-Ị- 

o ■ ^ 3 Ụĩ.k e z) 

y = - 4 + ( 2t_/ ‘)f 



( 3 ) 

( 4 ) 

( 3 ) + ( 4 ) 

(3)-(4) 



Đặt X = tgx,Y = tgy 

X + Y = 

3 

Hệ đã cho thành: <Ị <=> 

1 1 _ 2x/3 

X + Ỹ “ 3~~ 

X tĩ = M ^4 

3 <=> r- 

XY = -1 X 2 -^_X-1 = 0 

l 3 



x + y = 2^3 
3 

Y + X 2x/3 

YX T” 


x = V3 

Y = _Vặ v 

3 


x = -# 

3 

Y = V3 


Do đó: 
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Hệ đã cho : <=> ị 


tgx = Tì 

'„_ _V3 ví 

tgy 3 


tgx = - 


Vã 


tgy = V3 




X = 7 ị + kn,k e z 
3 

y = --7 + hn, /íeZ 
6 




X = - — + kn,k e z 
6 

V = -7- + /ỉ 71 , /ỉeZ 
3 



í . . 1 

Bài 180: Cho hê phương trình: < 

ữin X sm y — — 

2 


cos2x + cos2y = m 

a/ Giải hệ phương trình khi m = - — 

2 

b/ Tìm m để hệ có nghiệ 

m. 


Hệ đã cho <=> ị 


sin X + sin y = V 
2 

1^1 - 2 sin 2 x) + (1 - 2 sin 2 y) = m 

. . 1 
sin X + sin y = — 




sin 2 X + sin 2 y = 


2 - m 








sin X + sin y = 4 
2 

(sinx + siny) - 2 sin X sin y = 1 - — 

2 

1 

sin X + sin y = — 

2 

— - 2 sin X sin y = 1 —— 

4 2 

1 

sin X + sin y = — 

2 

3 m 

sin X sin y = - — + — 

8 4 


Đặt X = sinx,Y = siny với |X|,|Y| < 1 
thì X, Y là nghiệm của hệ phương trình 

+ = 0 (*) 

2 4 8 w 

a/ Khim = thì (*) thành : 
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<=> 2t 2 -1 -1 = 0 


<=> t = 1 V t = -ị 
2 


Vậy hệ đã cho <=> 


sinx = 1 

1 V < 

siny= 2 


sinx = - 4 
2 

siny = 1 


<=> 




X = ^ + k2n, k e z 
2 

y = -(-iy , -^ + /m,AeZ 
6 

b/ Ta cố : (*) o- ^ = -t 2 + ịt + ậ 
w 4 2 8 

Xét y = -t 2 + + -^(C) trênD = [-1,1] 

2 8 


X = 7 ị + hn,h e z 
6 

y = ^z + k2n, k e z 
• 2 


thì: y 1 = -2t + ^ 

2 



Hệ đã cho có nghiệm <=> (*)có 2 nghiệm trên [-1,1] 


<=> (d) y = ™ cắt (C) tại 2 điểm hoặc tiếp xúc trên [-1,1] 


1 m 7 

<=> < =- < 

8 4 16 

17 

<=> < m < — 

2 4 


Cách khác 

ycbt <=> f(t) = 8 1 2 -4t-3 + 2m — 0 có 2 nghiệm ti , Í 2 thỏa 
<=> —1 < <t 2 <\ 
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<=>< 


A 1 = 28-1 6m > 0 
af ( 1 ) = 1 + 2m > 0 
a/(-l) = 9 + 2m>0 «■ 


1 7 
— <m< — 

2 4 


-i4=Ị<! 

2 4 


[sin 2 X + mtgy = m 
[tg 2 y + m sin X = m 

Giải hệ khi m = -4 

Với giá trị nào của m thì hệ có nghiệm. 


Bài 181 : Cho hệ phương trình: 


a/ 

b/ 


Hệ thành: 


Đặt X = sinx vđi |x| < 1 
Y = tgy 

ÍX 2 + mY = m (1) 

|Y 2 + mX = m (2) 

Lấy (1) - (2) ta được: X 2 - Y 2 +m(Y-X) = 0 
<=> (X - Y)(x + Y - m) = 0 

<=> X = Y V Y = m - X 
[X = Y [Y = m-X 


Hệ thành 


[x 2 + mX = m ' ị x 2 + m {m - x) = 


m 


íx = Y 


ÍY = m - X 




[X 2 + mX - m = 0 (*) 

a/Khi m = -4 ta được hệ 


V 


X 2 - mX + m 2 - m = 0 




Jx = Y JY = -4 - X 

Ịx 2 - 4X + 4 = 0 Ịx 2 + 4X + 20 = 0(vô nghiệm) 

ÍX = 2(loạido|X|<l) 

^ |y = 2 

Vậy hệ đã cho vô nghiệm khi m = 4. 

b/ Ta có (*) <=> X 2 + mX - m = 0 với |x| < 1 

<^X 2 = m(l - X) 

X 2 

Y ~X = m (d° m không là nghiệm của *) 

Xét z = — trên [-1,1) => z = —-— „ ; 

l-x L ’ (1 - X) 


Z' = 0<=>X = 0vX = 2 
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íx = Y (|x| < l) 

Do đó hệ < 7 có nghiệm m > 0 

[X 2 + mX-m = 0 

Xét (**): X 2 - mX + m 2 - m = 0 

Ta cố A = m 2 - 4(m 2 - m) = -3m 2 + 4m 
4 

A>0<=>0<m< — 

3 

Kết luận: »Khi m > 0 thì (I) có nghiệm nên hệ đã cho có nghiệm 
• Khi m<0 thì (I) vô nghiệm mà (**) cùng vô nghiệm 
(doA < 0) nên hệ đã cho vô nghiệm 
Do đó: Hệ có nghiệm m > 0 
Cách khác 

Hệ có nghiệm f(X) = X 2 + mX - m = 0 (*)hay 

g(X) = x 2 - mX + m 2 - m = 0 (**) có nghiệm trên [-1,1] 
Aj = m 2 + 4 m > 0 
af{ 1)>0 

<=> /(-!)/(!) ^ 0 hay < af{- 1) > 0 

-i4==^<! 

L 2 2 

A 2 = -3 m 1 + 4m > 0 

ag(-l) =m 2 + 1 > 0 
hay g(-l)g(l) < 0 hay ag( l)=(m _ 1)2 > 0 

-i4=ạ<! 
l 2 2 

A, = 7 n 2 + 4 m > 0 

' _ ^ ^ 4 

<=> 1 - 2 m < 0 hay < 1 - 2 m >0 hay m = 1 hay 0<m<-^- 

-2<m<2 


<=> m > 0 
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IV. HÊ KHÔNG MẪU MƯC 


Bài 182: 


Giải hệ phương trình: 


tgx + cotgx = 2 sin 
tgy + cotgy = 2 sin 


í 

y + 

V 


c 

X - 

V 


4 J 

n'' 

4) 


(1) 

( 2 ) 


Cách 1: 


rr, * 1 __ ._ sina cosa sin 2 a + cos 2 a 

Ta có: tga + cotga= —— + 


cosa sina 


Vậy hệ đã cho <=> 


sin2x 

_ 1_ 

sin 2y 


= sin 


sinacosa 


sin2a 


y + 7 (1) 

4 




= sin 


^ 7Ĩ ^ 
X - — 

4 




í 


1 = sin 2x sin 


y + 


n 


1 = sin 2y. sin 


V 

í 

X - — 

4 


( 2 ) 

(1) 

( 2 ) 


Ta có: 


sin 2x = 1 


sin2x = -] 


í 

V • 



sin 

y + T 

= 1 

sin 

y + V 


l 4; 



l 4 ) 




( 1 )» 


X = ^ + kĩĩ, k e z 
4 

y = ^ + h 27 ĩ, h e z 
4 


V < 


= -l 


X = - ^ + k7ĩ, k e z 
4 

y = - — + h27ĩ, heZ 
4 


Thay 


7Ĩ 


X = — + k7ĩ, k e z 


y = ^ + h27ĩ, h e z 
4 


vào (2) ta được 


sin 2y. sin 


7Ĩ 

X - — 

4 


71 . T 4 

= sin-^.sinkĩi = 0^1 (loại) 
2 


Thay 


X = — + kĩĩ, k e z 


3-tt 

y = - —— + h27ĩ, heZ 
4 


vào (2) ta được 


sin 2y. sin 


( 


f 3n^ 


f 7Ĩ , ^ 

X - — 

= sin 


sin 

ti 

2 

+ 

1 

1 

l 4) 


1 2 ) 


l 2 ; 


= sin 


( n , > 
- — + kĩĩ 

-1 

l 2 J 

1 


(1 

1-1 


( nếu k lẻ) 

(nếu k chẵn) 
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Do đó hệ có nghiệm 


X = + (2m + 1) n 

3n u 

y = - — 7 - + h.2n 
4 


(m, h e z) 


Cách 2: 


Do bất đẳng thức Cauchy 
|tgx + cotgx| > 2 

dấu = xảy ra <=> tgx = cotgx <=> tgx= 

<=> tgx = ±1 

Do đó: 


tgx 


C+- 

ỜQ 

$ 

+ 

0 

0 

C+- 

IV 

IN3 

IV 

2 sin 

( 7Ĩ 

y + T 



l 4 ) 


Dấu = tại (1) chỉ xảy ra khi 

r . - r . 




= 1 


tgx 

= -1 

( ĩO 

V < 


( 7t^| 

y + -7 

= 1 

sin 

y + T 

l 4; 



l 4 J 




sin 


71 , 

X = — + kĩĩ, k e z 
4 

y = -T + h 27 ĩ, h e z 
4 


(I)v 


= -1 


n 


X = - — + k 7 ĩ, keZ 
4 

Q n 

y = - —7- + h 27 ĩ, h e z 
4 


(II) 


thay (I) vào (2): tgy + cotgy=2sin 

ta thấy 2 = 2sink7ĩ = 0 không thỏa 
thay (II) vào (2) ta thấy 2 = 2 sin 

chỉ thỏa khi k lẻ 


í n \ 

X- — 

. 4y 


^ 11 , 1 

-77 + k n 

V 2 J 


Vậy: hệ đã cho <=> 


X = + (2m + 1) n 

3n , 

y = - — + 2 h 7 ĩ 
4 


, m, h e z 


Bài 183: Cho hệ phương trình: 

Jx-y = m (1) 

[2 (cos 2x + cos 2y) -1-4 cos 2 m = 0 (2) 

Tìm m để hệ phương trình có nghiệm. 


Hệ đã cho <=> 


|x-y = m 

[4cos(x + y)cos(x - y) = 1 + 4cos 2 m 
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<=> 


<=> 


<=> 


<=> 


|x-y = m 

[-4 cos (x + y) cos m + 4 cos 2 m + 1 = 0 
[x-y = m 

[[2 cos m - cos (x + y)] 2 + 1 - cos 2 (x + y) = 0 
[x-y = m 

[[2 cos m - cos (x + y)] 2 + sin 2 (x + y) = 0 
X - y = m 

cos(x + y) = 2cosm 
[sin (x + y) = 0 




X - y = m 
x + y = k7i, keZ 
cosCkTĩ) = 2cosm 


Tí 2k 

Do đó hệ có nghiệm <=> m = ± -4 + h.2n V m = ± -r- + h27ĩ, h e z 

3 3 


BÀITÂP 


1. Giải các hệ phương trình sau: 
I" sin X + sin y = 2 


a/ 


b/ 


[sin 2 X + sin 2 y = 2 

._. 1 

sin X sin y = - — 

2 

1 

cos X cos y = — 


í \Í2 cos X = 1 + cos y 
[V 2 sinx = siny 


d/ 


e/■ 


sinxcosy = — 

4 

3tgx = tgy 

[sin 2 X = cosxcosy 
[cos 2 X = sin X sin y 


f/ 


Ịtgx + tgy + tgxtgy = 1 
[3 sin 2y - 2 = cos 4x 

g/ 


sin X - sin 2y = 

2 


h/ 


k/ 


1/ 


cos X + cos 2y = 


cos(x + y) = 2cos(x - y) 


cosx.cosy = — 
4 


[sinx = 7 cosy 
[õsiny = cosx - 6 

tgx + tgy = 1 

tểỉ + tgị = 2 
2 2 


[cosxcosy = m + 1 
2 . Cho hệ phương trình: <_ 

[sin X sin y = 4m + 2m 

a/ Giải hệ khi m = - — 

4 
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( 

3 

b/ Tìm m đê hệ có 

nghiệm 

ĐS 

- — < m < - 



V 

4 

Tìm a để hệ 

sau đây có nghiệm 

duy 

nhất: 

jy 2 +tg 

2 X = 1 




jy + i = 

ax 2 + a + 

sin X 


(ĐS a=2) 


4. Tìm m để các hệ sau đây cố nghiệm. 

[cosX = ĨTLcos 3 y ísinxcosy = m 2 

Ịsinx = mcos 3 y |sinycosx = m 


a/ 


) 


(ĐS l<|m|<2) 


1-Võ 1 + Võ ^1 

l 2 2 J 
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CHƯƠNG X: 

HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 

I. ĐINH LÝ HÀM SIN VẢ COSIN 

Cho AABC có a, b, c lần lượt là ba cạnh đối diện của A, B, c, R là 
bán kính đường tròn ngoại tiếp AABC, s là diện tích AABC thì 



a = b = c = 2R 
sin A sin B sin c 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos A = b 2 + c 2 - 4S.cotgA 
b 2 = a 2 + c 2 - 2ac cos B = a 2 + c 2 - 4S.cotgB 
c 2 = a 2 + b 2 - 2ab cos c = a 2 + b 2 - 4S.cotgC 



A 

Cỵ' Nd) 

B^---- 


Bài 184 Cho AABC. Chứng minh: 

A = 2B <=> a 2 = b 2 + bc 


Ta có: a 2 = b 2 + bc <=> 4R 2 sin 2 A = 4R 2 sin 2 B + 4R 2 sinB.sinC 

<=> sin 2 A - sin 2 B = sin B sin c 

<=> ì (1 - cos 2A) - i (1 - cos 2B) = sin B sin c 
2 2 

<=> cos 2B - cos 2A = 2 sin B sin c 

<=> -2 sin (B + A) sin (B - A) = 2 sin B sin c 

<=> sin (B + A) sin (A - B) = sin B sin c 

<=> sin(A - B) = sinB (do sin(A + B) = sinC > o) 

<=>A-B = BvA-B = 7ĩ-B (loại) 

<=> A = 2B 

Cách khác: 

sin 2 A - sin 2 B = sin B sin c 

<=> (s in A - sin B) (s in A + sin B) = sin B sin c 

_ __ A + B . A - B _ . A + B_A-B . _ . „ 

<=> 2 cos ——— sin ——— .2 sin ——— co s ——— = sin B sin c 
2 2 2 2 

<=> sin (B + A) sin(A - B) = sin B sin c 

<=> sin(A - B) = sinB (do sin(A + B) = sinC > o) 

<=>A-B = BvA-B = 7ĩ-B (loại) 

«. A = 2B 
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RẰi 18 «. AARP Ph.írm mlnlr sin ^ 

(A-B) 

1 a 2 - b 2 

ct 1 JL1 1.1 11 C_ ỉỉỉiim. _ 

sinC 

c 2 


Ta cố 


a 2 - b 2 _ 4R 2 sin 2 A - 4R 2 sin 2 B 
c 2 “ 4R 2 sin 2 c 


. 2 * • 2 0 77(1 - cos2A) - ^(1 - cos2B) 

_ sin A - sin B _ 2 v ' 2 v 

sin 2 c _ sin 2 c 

cos 2B - cos 2A _ -2 sin (A + B) sin (B - A) 

2 sin 2 c 2 sin 2 c 

sin(A + B).sin(A - B) sin(A-B) 

sin 2 c sin c 

(do sin (A + B) = sin c > 0 ) 

Bài 186: Cho AABC biết rằng tg^ 1 • tg^ = i • 

2 2 3 

Chứng minh a + b = 2c 


^ , A B 1 o • A . B ___A B 

Tacó : tg — • tg — = — <»3sin — sin — = cos — cos — 

2 23 2 2 2 2 

í Ả B \ 

do cos —— > 0, cos— > 0 

l 2 2 J 

. A. _B . A . B 

<=> 2 sin — sin — = cos — cos — - sin — sin — 
2 2 2 2 2 2 


Mặt khác: 


<=> - 


A + B A - B 
cos—--cos 


<=> cos 


2 

A-B 


= 2cos 


2 

A + B 


= cos- 


A + B 


2 2 
a + b = 2R (sin A + sin B) 

. A + B A-B 

= 4R sin ——— cos ——— 
2 2 

_ QT:) . A + B A + B 

2 2 

= 4R sin(A + B) 

= 4R sin c = 2c 

Cách khác: 
a + b = 2c 

<=> 2R (sin A + sin B) = 4R sin c 

_ . A + B A - B , . c__ _c 
2 2 2 2 


(*) 


(do (*)) 


__A-B_ c 

<=> cos ——— = 2 sin — = 2 cos 
2 2 


A + B 


í 


do sin 


A + B 


= cos — 
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...A_B._A._B A_ B _ . A . B 

<=> cos — cos — + sin — sin — = 2 cos — cos — - 2 sin — sin — 

2 2 2 2 2 2 2 2 

..o_.-_A__._B _A ___B 
<=> 3 sin — sin — = cos — cos — 

2 2 2 2 

, A ,B_ 1 

_ 2 2 3 _ 

Bài 187: Cho AABC, chứng minh nếu cotgA,cotgB,cotgCtạo một cấp số 
cộng thì a 2 ,b 2 ,c 2 cũng là cấp số cộng. 

Ta có: cot gA, cot gB, cot gC là cấp sô" cộng <=> cot gA + cot gC = 2 cot gB (*) 

Cách 1: 

sin(A + C) 2cosB .2-0 A 

v . — ỷ- = <=> sin B = 2 sin A sin c cos B 

sin A sin c sin B 

<=> sin 2 B = -[cos(A + c) - cos(A - C)][-cos(A + C)] 
sin 2 B = cos 2 (A + C) - cos (A - C) cos (A + C) 


Ta có:(*) 


<=> 


■w> sm D = -Ị^cos^A + - COS^A - '-' y l_||_ _C0S l A + 

sin 2 B = cos 2 (A + C) - cos ( A - C) cos ( A + C) 

<=> sin 2 B = cos 2 B - ì [cos 2A + cos 2C] 

<=> sin 2 B = (l - sin 2 B) - ỉ Ịjl - 2 sin 2 A) + (l - 2 sin 2 

2 sin 2 B = sin 2 A + sin 2 c 
_ 2b 2 a 2 c 2 

<=> —z~7r = ——7T + —-7T 


4R 2 4R 2 4R 2 

<=> 2b 2 = a 2 + c 2 

<=> a , b ,c là cẩp số cộng 


Cách 2: 


Ta có: a 2 = b 2 + c 2 - 2abcos A 


r- 


o a 2 = b 2 + c 2 - 4 




^bcsin A 

v2 J 


.cotgA 


<=> a 2 = b 2 + c 2 - 4S cot gA 
b 2 +c 2 -a 2 


Do đó cotgA = 


Tương tự cotgB = 


4S 

a 2 +c 2 -b 2 


Do đó: 


(*) 




4S 

b 2 + c 2 - a 2 


, cotgC = 


a 2 + b 2 - c 2 


4S 

<=> 2b 2 = a 2 + c 2 


+ 


4S 

a 2 +b 2 -c 2 
4S 


= 2 


a 2 + c 2 - b 2 

4S 


Bài 188: Cho AABC cố sin 2 B + sin 2 c = 2sin 2 A 

Chứng minh BAC < 60°. 
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Ta CÓ: sin 2 B + sin 2 c = 2sin 2 A 

b 2 c 2 2a 2 
0 4R 2 + 4R 2 “ 4R 2 
^b 2 + c 2 =2a 2 (*) 


Do định lý hàm cosin nên ta có 
a 2 = b 2 + c 2 - 2bccos A 


. _ b 2 + c 2 - a 2 

<=> cos A =- -7- 

2bc 

b 2 + c 2 > 2bc _ 1 
4bc _ 4bc _ 2 
Vậy : ẼÂC < 60°. 


2(b 2 +c 2 )-b 2 -c 2 

4bc 

(do Cauchy) 


(do (*)) 


Cách khác : 

định lý hàm cosin cho 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos A => b 2 + c 2 = a 2 + 2bc cos A 
Do đó 

(*) <=> a 2 + 2bc cos A = 2a 2 

Ạ_ a 2 b 2 +c 2 1 

<=>cosA = —— =—— > —(do Cauchy) 

2bc 4bc 2 


Bài 189: Cho AABC. Chứng minh 

Rl 

cotgA+cotgB+cotgC = — 

(a 2 +b 2 +c 2 ) 

abc 

1 

b 2 

Ta có: cotgA = —— 

a 2 2 _ 

Tương tư: cot gB = -———- 

4S 

Do đó cot gA + cot gB + cot gC 

+ c 2 - a 2 

4S 

b 2 , - a 2 +b 2 -c 2 

—, cot gC =-—- 

4S 

_ a 2 + b 2 + c 2 _ a 2 + b 2 + c 2 

4S 4 abc 

4R 

„ a 2 + b 2 + c 2 

= K--- 

abc 

Bài 190: Cho AABC có 3 góc A, B, c tao thành môt cấp sô" nhân cố công 
bội q = 2. Giả sử A<B < c. 

Chứng minh: — = — + — 
a b c 


Do A, B, c là cấp số nhân có q = 2 nên B = 2A, c = 2B = 4A 

Mà A + B + C = 7Ĩ nênA = 5,B = ^,C = ^ 

7 7 7 


Cách 1: 
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„ , 1 ,1 _ 1 , 1 

Ta có: = — —— + — —— 

b c 2R sin B 2R sin c 


. 2n 4n 

sin — 1 sin —- 

l 7 7 ) 

. 4ti . . 2tĩ 
sin — 1 + sin —- 
7 7 

. 2ĩi . 4n 
sin — 1 sin — 1 
7 7 

„. 371: n 

2 sin— : .C 0 St 7 ^ , 

7 7 í J • __4ĩĩ . 371 

-— -—^ do sin _ = sin _ 

271 371 1 7 7 

sin—-.sin— 1 v 
7 7 


Cách 2: 


n„- n _^ 2RsinA 

2 sin - 3 -. cos -Ỉ 7 


1111 11 

— = - 1 + - <=> - r ——- = . + . 

a b c sin A sin B sin c 

1 11 sin 4 A + sin 2 A 

<=> ——— = ———— + ——— = — 7 ———— 

sinA sin2A sin4A sin2Asin4A 
1 2sin3A.cosA 2cosA 2cosA 

<=> —7 — = —7 ~ 7 ~ = ——7 — 

sin A sin 2A sin 4A sin 2A 2 sin A cos A 

, . _ „ . . 371 . 471 . . . 

do : sin 3A = sin —- = sin —- = sin 4A • 

7 7 


Bài 191: 


Tính các góc của AABCnếu 

sinA _ sinB _ sinC 


nên : 


1 

~ V3 

a 

b 

sin A 

sinB 

sin A 

sinB 

1 

= s 

a 

b 


sinC 

- 77 - 1 

2 


a _ b _ c 
2R = 2RV3 ~ 4R 


b c 

<=> a = —f= = --<=> 

s 2 


b = aV3 
c = 2a 
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Ta có: c 2 = 4a 2 = ỊaV3) +a 2 

<=> c 2 = b 2 + a 2 

Vậy AABC vuông tại c 
Thay sin c = 1 vào (*) ta được 
sinA _ sinB _ 1 

1 = Vẽ = 2 
í. » _ 1 

sin A = — 

2 

<=> 1 r- 

. -R_ Vã 

l 2 

ÍA = 30° 

<=> < _ 

[B = 60 ° 

Ghi chú : 

Trong tam giác ABC ta có 
a = b <=> A = B <=> sin A = sin B <=> cos A = cos B 

II. ĐINH LỶ VẾ ĐƯỜNG TRUNG TUYÊN 

Cho AABC cố trung tuyến AM thì: 



Bài 192: Cho AABC có AM trung tuyến, AMB = a, AC = b, AB = c, s là 
diên tích AABC. Vđi 0 < a < 90° 


a/ Chứng minh: cotga = 


b 2 -c' 

4S 


b/ Giả sử a = 45°, chứng minh: cotgC - cotgB = 2 


a/ AAHM 


vuông => cotga = 


HM 

AH 


=> cotga = 


a 

2AH 


MB-BH 

AH 
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Mặt khác: 
Đặt BC = a 

b 2 „2 

— c 


b 2 -c 2 (a 2 + c 2 - 2accosB) - c 2 


4S 


a 


2AH.a 
ccos B a BH 


2AH AH 

b 2 -c 2 


( 2 ) 


4S 


4S 2AH AH 
Từ (1) và (2) ta được : cotga = 

Cách khác : 

Gọi Si, S 2 lần lượt là diện tích tam giác ABH và ACH 
Ap dụng định lý hàm cos trong tam giác ABH và ACH ta có: 
AM 2 + BM 2 - c 2 


cotg a = 


4S, 


(3) 


AM 2 + CM 2 -b 2 , ,, 

- cotg a =-— - (4) 

4S 2 

Lấy (3) - (4) ta có : 


cotg a = 


b 2 -c 2 

4S 


( vì Si=S 2 =^) 


b/Ta có: cotgC - cotgB = 


HC HB HC - HB 


AH AH AH 
(MH + MC) - (MB - MH) 


2MH 

AH 


AH 

= 2 cotg a = 2 cotg 45° = 2 


Cách khác : 

Ap dụng định lý hàm cos trong tam giác ABM và ACM ta có: 
BM 2 + c 2 - AM 2 


cotg B = 


cotg c = 


4S, 

CM 2 + b 2 - AM 2 
4So 


(5) 

( 6 ) 


Lấy (6) - (5) ta có : 

■1 2 2 ^ 

cotgC-cotgB = ——— = 2cotga=2 ( vì Si=S 2 và câu a ) 
2S 2 


Bài 193 Cho AABC có trung tuyến phát xuất từ B và c là m b ,m c thỏa 

^ ^ 1. Chứng minh: 2cotgA = cotgB + cotgC 

b m c 
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Ta có: 



2 _2 b 

a + c - — 


2 A 






b 2 +a 2 - 


V 


,2 V 




b 2_2 . _ 2_2 ^ _ 2 i 2 . 1 2_2 

c + a c - = a b + b c 

2 

«aV-aV=ỉ(c‘-b‘) 


R 

2 


«a 2 C-b ! )A(c*-tf)(c°+bs) 

<=> 2a 2 = c 2 + b 2 (1) ị do ^ 1 

V b ) 

Thay b 2 + c 2 = a 2 + 2bc cos A vào (1), ta có (1) thành 
a 2 = 2bccos A 

_ . a 2 4R 2 sin 2 A 

<=> cos A = -T 7 — = ———— ——— — 

2bc 2(2RsinB)(2RsinC) 

cosA sinA sin(B + C) 

w - —— — — __ “ —■ — - “ - — 

sin A sin B sin c sin B sin c 

, . sinBcosC+ sinCcosB J J 

2 cotgA =-;———;——-= cotgC+ cotgB 

sin B sin c 


Bài 194 : Chứng minh nếu AABC cố trung tuyến AA’ vuông góc vđi trung 
tuyến BB’ thì cotgC = 2 (cotgA + cotgB) 


AGAB vuông tại G có GC’ trung tuyến nên AB = 2GC’ 


Vậy AB = ^CC' 
3 

<=> 9c 2 = 4m 2 


ỉ 


o 9c 2 = 2 


,2 V 


b 2 + a 2 - — 


V 


) 


o 5c 2 = a 2 + b 2 
<=> 5c 2 = c 2 + 2abcosC(do định lý hàm cos) 
<=> 2c 2 = abcosC 

<=> 2(2RsinC) 2 = (2Rsin A)(2RsinB)cosC 
<s> 2 sin 2 c = sin A sin B cos c 

2sinC cosC 

<=> - = — - 


A 



sin A sin B sin c 
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<=> 

<=> 


2sin(A + B) 


= cotgC 


sin A sin B 
2 (sin A cos B + sin B cos A) 


sin A sin B 

<=> 2 (cotg B + cotgA) = cotgC 


= cotgC 


III. DIÊN TÍCH TAM GIẤC 


Gọi 


thì 


S: diện tích AABC 

R: bán kính đường tròn ngoại tiếp AABC 
r: bán kính đường tròn nội tiếp AABC 
p: nửa chu vi của AABC 


„ 1 , 

11 1 

s = — a.h 

Ạ 

ó 

< 1 

II 

nã 

i 1 

II 

2 a 

2 2 

s = — ab sin c = — ac sin B = — bc sin A 

2 

s a ^ C 

ô ~ 4R 

2 2 

s = pr 

co 

II 

"ơ 

-a)(p-b)(p-c) 


Bài 195: Cho A ABC chứng minh: sin2A + sin 2B + sin2C = 

R 

Ta có: 

sin2A+ (sin2B + sin2C) 

= sin2A + 2sin(B + C).cos(B - C) 

= 2sinAcosA + 2sinAcos(B - C) 

= 2sinA[cosA + cos(B - C)] 

= 2sinA[-cos(B + C) + cos(B - C)] 

= 2sinA.[2sinB.sinC] 

_ ^ a b c _ 1 abc _ 1 4RS _ 2S 
“ 4 '2R'2R'2R “ 2^“ 2^“ R^ 


Bài 196 Cho AABC. Chứng minh : 

s = Diện tích (AABC) = ^-(a 2 sin2B + b 2 sin2A 


Ta có : s = dt(AABC) = ^absinC 
= ^ab sin(A + B) 
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= 4 ab [ sin A cos B + sinB cos 
2 L 



2 B a M c 


I [ cl \ 

<=>cosa = - 7 - c-2-cosB (l) 

AM ^ 2 J w 

Mặt khác do áp dụng định lý hàm sin vào AAMB ta có : 


MB _ AM ._1 „ a . „ ... 

-7 -= _ sin a = —— MB sin B = __ sin B (2) 

sin a sin B AM 2 AM 


Lấy (1) chia cho (2) ta được : 


cotga = 


c-^cosB _ 

2 _ 2c - a cos B 

a T 3 b 

— sin B a. —— 

2 2R 

R (4c - 2a cos B) R (4c 2 - 2ac cos B) 

ab abc 


3c 2 + b 2 - a 2 = 3c 2 + b 2 - a 2 

abc - 4S 


Chứng minh tương tự : 
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cotgp = 
cotgy = 


3a 2 + c 2 - b 2 

4S 

3b 2 + a 2 - c 2 

4S 


Do đó: 

cotga + cotgP + cotgy 

_ 3c 2 + b 2 - a 2 | 3a 2 + c 2 - b 2 | 3b 2 + a 2 - c 2 

4S + 4S + 4S 
_3(a 2 +b 2 +c 2 ) 

= 4S 

Cách khác : Ta có m 2 + m 2 + m 2 = ^-(a 2 + b 2 + c 2 ) (*) 


cotga = 


2 _ 2 & 

c 2 + m 2 - 


4 _ 4c 2 + 4m 2 - a 2 


4S 


AABM 


8S 


(a) 


^ 4a 2 + 4m 2 - b 2 „ , 4b 2 + 4m 2 - c 2 , , 

Tương tự cotgP =-^-2-(b),cotgy =--(c) 


8S 


8S 


Cộng (a), (b), (c) và kết hợp (*) ta có: 


cotg a + cotg p + cotg y = 


3(a 2 +b 2 +c 2 ) 


4S 


IV. BẤN KÍNH ĐƯỜNG TRÒN 

Gọi R bán kính đường tròn ngoại tiếp AABC 
và r bán kính đường tròn nội tiếp AABC thì 
R a _ abc 
- 2sinA _ 4S 

s 

r = — 

p 

r = (p-a)tgệ = (p-b)tg| = (p-c)tg| 


Bài 198: Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp AABC. 
Chứng minh: 

, _ .-p . A B c 

a/ r = 4Ksin —sin —sin — 

2 2 2 

b/ IA.IB.IC = 4Rr 2 
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a/ Ta CÓ : AIBH _L=> cotg^ = 

2 IH 



sin — sin — 
2 2 


„ A . B c 

<=> r cos — = 2R sin A sin — sin — 

2 v ’ 2 2 

A A A B c 

<=> r cos — = 4R sin — cos — sin — sin — 
2 2 2 2 2 


_ . A . B . c 

<=> r = 4R sin — sin — sin —. 

2 2 2 


A 

(do cos — >0) 
2 


, , ^ „ . . . T , T _ . A T . r 

b/ Ta có : Ai AKI => sin — = => IA = — -ị- 

2 IA Ãinệ 

2 

Tương tự IB = — 1 —— ; IC = — 1 —T T 

. B c 

sin — sin — 

2 2 

r 3 

Do đó : IA.IB.IC =-T ——5-7^ 

. A . B , c 

sin —sin —sin — 

2 2 2 


= = 4Rr 2 (do kết quả câu a) 

r 

4R 


Bài 199 : Cho AABC có đường tròn nội tiếp tiếp xúc các cạnh AABC tại A\ 

B’, C’. AA'B'C'có các cạnh là a\ b’, c’ và diện tích s\ Chứng minh: 

, a' , b' Cf. A, . 

dJ — + = 2 sin — sin — + sin — 

a b 2^2 2 ) 

ị, S' . A B c 

b/ — = 2 sin — sin — sin — 

s 2 2 2 
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a/Tacó : C' A'B' = ỈCĨB’ = ị(n - A) = Ỉ(B + c) 

2 2 2 

Áp dụng định lý hình sin vào AA'B’C’ 


sin A 


” — 2r (r: bán kính đường tròn nội tiếp AABC) 


. B + C 

=> a = 2r sin A = 2r sin —-— (1) 

2 

AABC cố : a = BC = BA ’+ A ’ c 


_ _ _, B_, c 

=> a = r cot g — + r cot g — 

2 2 

. B + c 

sin——— 

^ a = r „ _ B„f c (2) 
sin —sin — 

2 2 

T (1) a' B. c 

Lẩy —— ta được — = 2 sin —sin — 
(2) a 2 2 


. . ^_ ọ . A . c 

Tương tự — = 2sin — .sin — 
b 2 2 


a' b' 0 . c(A B 
— + — = 2 sin— sin—+ sin — 
a b 21 2 2 


b/Tacó: Ấ r C ĩ B' = ^.BTA' = ^( 7 T-C) = ^(A + B) 

2 2 2 


. . A + B c 

sinC = sin——— = cos — 
2 2 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Ta có: 


S' dt(AA'B'C') |a'b'sinC' 

s = dt(AABC) = l bsinC 

2 


' a"' 

rbA 

sinC 1 

V a ) 

V b y 

sinC 


. . B . 2 c . A 
= 4 sin —sin — sin — 
2 2 2 


c 

cos — 
2 


2 _;_ ^_^ 

sin — cos — 

2 2 


„ . B . c . A 

2 sin — • sin — • sin — 
2 2 2 


Bài 200: Cho AABC có trọng tâm G và tâm đường tròn nội tiếp I. Biết GI 

vuông góc với đường phân giác trong của BCA. Chứng minh: 

a + b + c _ 2ab 
3 a + b 

Vẽ GHIAC, GKIBC, IDIAC 


IG cắt AC tại L và cắt BC tại N 
Ta có: Dt(ACLN) = 2Dt(ALIC) 
=ID.LC = r.LC (1) 

Mặt khác: 

Dt(ACLN) = Dt(AGLC) + Dt(AGCN) 
= |(GH.LC + GK.CN) (2) 

Do ACLN cân nên LC = CN 

Từ (1) và (2) ta được: 


rLC = |LC(GH + GK) c KM 

o 2r = GH + GK 

Gọi h a ,h b là hai đường cao AABC phát xuất từ A, B 



^ , GK MG 1 GH 1 

Ta có: —— = — và —— = — 

h a MA 3 h b 3 

Do đó: 2r = ỉ(h a +h b ) (3) 

3 

Mà: s = Dt(AABC) = pr = ^a.h a = ^b.h b 

2 2 
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Do đó: 

Từ (3) ta có: 


, _ 2pr 2pr 

h, = —ĩ— và h K = 


a 


1 1 

-b — 

a b J 


2r = ^pr 

3 V 

1 1 f a + 

<=> 1 = — p 

3 


<=> 3 = 


ab J 
a+b+c a+b 




2 ab 
2ab a + b + c 


a + b 
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BÀI TẠP 


1 . 


2 . 

3. 


4. 


5 . 


Cho AABC có ba cạnh là a, b, c. R và r lần lượt là bán kính đừơng tròn 
ngoại tiếp và nội tiếp AABC . Chứng minh: 

c / A B 

a/ (a - b)cotg — + (b - c)cotg — + (c - a)cotg— = 0 
2 2 2 


b/ 1 + £- = cos A + cos B + cos c 
R 

c/ Nếu cotg, cotg ^, cotg ^ là cấp sô" cộng thì a, b, c cũng là cấp sô" 


cộng. 

d/ Diện tích AABC = R r (sin A + sin B + sin c) 

e/ Nếu : a 4 = b 4 + c 4 thì AABC có 3 góc nhọn và 2sin 2 A = tgB.tgC 

Nếu diện tích (AABC) = (c + a -b)(c + b -a) thì tgC = -^7 

15 

Cho AABC có ba gốc nhọn. Gọi A\ B’, C’ là chân các đường cao vẽ từ 
A, B, c. Gọi s, R, r lần lượt là diện tích, bán kính đường tròn ngoại 
tiếp, nội tiếp AABC. Gọi s\ R’, r’ lần lượt là diện tích, bán kính 
đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp của AA'B'C'. Chứng minh: 
a/ S’ = 2ScosA.cosB.cosC 

b/ R' = ậ 
2 


c/ r’ = 2RcosA.cosB.cosC 

AABC có ba cạnh a, b, c tạo một câ"p sô" cộng. Với a < b < c 
Chứng minh : 
a/ ac = 6Rr 


b/ cos 


A-C 

2 


= 2 sin 


B 

2 


c/ Công sai d = 2 [ tg 2 tg 2 J 

Cho AABC có ba góc A, B, c theo thứ tự tạo 1 câ"p sô"nhân có công 
bội q = 2. Chứng minh: 


a/ 


1 _1 1 

a b c 


b/ cos 2 A + cos 2 B + cos 2 c = ^ 

4 
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CHƯƠNG XI : 
NHẬN DẠNG TAM GIÁC 

I. TÍNH CẤC GỐC CỦA TAM GIÁC 



2 2 2 2 


. . o c . _ c _ A - B , , _ A 

<=>4cos — -4cos — cos——— + 1 = 0 
2 2 2 



Ta có: (*) <=> 2cos 2 A -1 + 2V3 [cos(B + C)cos(B - c)] + ^ = 0 

2 
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<=> 4 cos 2 A - 4 V 3 cos A. cos (B - C) + 3 = 0 

<=> 2cos A - V 3 cos (B - C)] +3-3 cos 2 (B - c) = 0 


<=> 2cos A - V 3 cos (B - C)T + 3 sin 2 (B - c) = 0 



Ta có 

0 . A + B A - B ( c c . A B c 

(*) <=> 2 sin———cos——— + 2 sin — cos — = 2 sin — sin — + 2 sin — 

2 2 2 2 2 2 2 

, c ~ A - B „ . c ~c ~ A + B A B 

<=> 2 cos — cos ——— + 2 sin — cos — = 2 cos ——— + 2 sin — sin — 
2 2 2 2 2 2 2 

c f A - B A B 

<=> cos— cos——-^sin— = cos —— • cos — 

2 ^ 2 2) 2 2 

c[ A-B A + Bl 

2 L 2 2 J 2 2 

_ c A B A B 
<=> 2cos —cos —cos— = cos —— cos — 

2 2 2 2 2 

^ c 1 A _ B - - A. B 7Ĩ 

<íí> cos — = — (do cos — > 0 và cos —>0 vì 0 < —; — < (-) 

2 2 2 2 2 2 2 

<^C = 120° 



Không làm mất tính chất tổng quát của bài toán giả sử A < B < c 
Ta có: A, B, c tạo 1 cấp sô" cộng nên A + c = 2B 

Mà A + B + c = n nên B = ^ 

3 

3 +V3 
2 


Lúc đó: 


sin A + sin B + sin c 
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<=> sin A + sin 77 

3 


<=> sin A + sin c 


+ sinC 
3 


3 +V3 
2 


<=> 

<=> 

<=> 

<=> 


2 

0 . A + C A-C 
2 sin ——— cos ——— 
2 2 


~ A-C 

2cos —cos——— 
2 2 


2 . 


'VỊP 

V 2y 


cos- 


A-C 


cos 


C-A _ V3 


3 

2 

3 

2 


n 

COS77 

6 


3 

2 


Do c > A nên AABC có: 


C-A 


n 


c = — 


2 6 




c + A 



2 





Bải 205: Tính các góc của AABCnếu 

íb 2 +c 2 <a 2 (1) 

Ịsin A + sinB + sinC = 1 + V2 (2) 


Áp dụng định lý hàm cosin: cos A = 


b 2 + c 2 - a 2 

2bc 


Do (1): b 2 + c 2 < a 2 nên cos A < 0 

^ . 7Ĩ . 7Ĩ A K 

Do đó: 77 < A < 7t -7 < -77 < 77 

2 4 2 2 

„„ A 7Ĩ V 2 ,s 

Vậy cos—<cos—= -— * 

2 4 2 w 

B + c B — c 

Mặt khác: sin A + sinB + sinC = sin A + 2 sin—-—cos- 


A 


2 

B-C 


<1 + 2 


= sin A + 2 cos cos 

2 2 

Í S) , í. A _ B-C 
1 do(*Jvà cos——— 

V 2 7 V 2 


< 1 


Mà sin A + sin B + sin c = 1 + V 2 do (2) 
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=> cos 2 A < cos A 
A 

Do đó: M < 2cos A + 4\/2 sin—- 4 

2 

( n A\ _ A 

<=> M < l-2sin 2 — + 4v2sin —-4 

l 2 J 2 

<=> M < -4 sin 2 ^ + 4V2 sin ^ - 2 
2 2 

( A Ỹ 

<=> M < -2 V2 sin 4^-1 <0 

V 2 J 

Do giả thiết (*) ta cố M=0 


cos 2 A = cos A 

B-C „ ÍA = 90° 
cos——— = 1 <» <! 

2 [b = c = 45° 

. A 1 

sin — = —j= 

2 V2 

* Cách 2 : (*) cos 2A + 2V2 cos B + 2V2 cosc - 3 = 0 
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_ 2 A o /õ __B + C B — c 0 n 

<=> cos A + 2v2 cos—-—cos——-2 = 0 

2 2 


A B -C 

<=> (cos 2 A - cos A) + cos A + 2 V 2 sin — cos ——-2 = 0 

v ’ 2 2 

c A B-C 

<=> cos A(cos A -1) + l-2sin 2 — +2V2sin —cos——-2 = 0 

v ( 2 J 2 2 

„ . , . B -cY f 1 0 

v ; l 2 2 J { 

. , A - f /J 7 . A B - c Ỹ „ : „ 2 B- 

<=> cos A cos A -1 - v2sin— - cos——— -sin —— 

v ’ \ 2 2 J 2 


B-C 


A . m-A B - CỴ , 2 B-C 
ỉA cosA-1 - V2sin— - cos——— -sin ——— 

v ’ \ 2 2 J 2 

Do AABC không tù nên cos A > 0 và cos A - 1 < 0 
Vậy vế trái của (*) luôn < 0 


= 0 (*) 


cos A = 0 
A 

Dấu “=” xảy ra <=> ị V2 sin — = cos 

2 

. B-C _ n 
sin ——— = 0 

l 2 


A = 90° 

B = c = 45° 


B-C 


Bải 207: Chứng minh AABCcó ít nhất 1 gốc 60° khi và chỉ khi 

sin A + sin B + sin c _ ^ 

cos A + cos B + cos c 

Ta có: 

(*) <=> ịsin Ả - VÕ cos A) + ịsin B - Võ cos B) + (sin c - Võ cos c) = 0 
<=> sin í A - — 1 + sin í B - —1 + sin [ c - — 1 = 0 


. fA + B 71 A-B 

<=>2sin ——- 77 cos——— 

1 2 3 2 


+ sin c —77 =0 

l 3 


_ „ . c) n _A - B _ . ( c n\_JC n} n 

<=>2sin 77-77 -77 cos——— + 2sin —-77 cos 7--77 =0 

[2 2 3 2 {2 6) {2 6) 


2 6 


2 6 


_o n 

+ cos — - 77 =0 

12 6 


A-B 


c n 


fc n') __ A-B , __JC A 

<=>2 sin 77-77 — cos— 77 -h cos 77-77 =0 

V 2 6 J _ 2 V 2 6 

, fc n') A _A-B ( c (ti 

sin 77-77 = 0 V cos— 77— = cos 77-77 =cos 77 

V 2 6 J 2 \2 6j y3 

c 71 A-B 71 A + B -A + B 71 A + B 

<=> 77 = 77 V --- = 77---V - 77 - = 77-77- 

26232 2 32 

71 A 71 n 71 

oC=-vA=-vB=- 


= cos 77-77 = cos 77 

,2 6 ) V 3 


n A + B 
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Bài 208: Cho AABC và V = cos 2 A + cos 2 B + cos 2 C - 1. Chứng minh: 
a/ Nếu V = 0 thì AABC có một góc vuông 
b/ Nếu V < 0 thì AABC có ba góc nhọn 
c/ Nếu V > 0 thì AABC có một góc tù 


Ta có: V = i(l + cos2A) + i(l + cos2B) + cos 2 -1 

2 2 

<=> V = 2 ( cos 2A + cos 2B) + cos 2 c 

V = cos(A + B).cos(A - B) + cos 2 c 
<=> V = -cosC.cos(A - B) + cos 2 c 
<=> V = -cosC[cos(A - B) + cos(A + B)] 

<=> V = -2cosCcos AcosB 

Do đó: 

a / V = 0 cos A = 0 V cos B = 0 V cos c = 0 

AABC -1 tại A hayAABC -1 tại B hayAABC -L tại c 
b/ V < 0 <=> cosA.cosB.cosC > 0 
AABC có ba góc nhọn 

( vì trong 1 tam giác không thể có nhiều hơn 1 góc tù nên 
không cố trường hợp cố 2 cos cùng âm ) 
c/ V >0o cosA.cosB.cosC < 0 

cos A < 0 V cos B < 0 V cos c < 0 
AABC có 1 góc tù. 

II. TAM GIẤC VUÔNG 


Bài 209: Cho AABC cố coter- = 

2 b 

Chứng minh AABC vuông 


„ . „ , B a + c 

Ta có: cotg—= —— 

2 b 


<=> 


B 

C0S 2 _ 2R sin A + 2R sin c sin A + sin c 


sin 


B 

2 

B 


2R sin B 


sin B 


<=> 


0 . A + C _ A-C 
cos— 2 sin———.cos——— 

2 _ 2 2 

. B B B 

sin — 2 sin —. cos — 

2 2 2 

B 


B 


2 JJ j-> A — c , , .B _. 
<» cos — = cos — .cos——— (do sin—>0) 
2 2 2 2 


2 
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_ B _ A-C fAnnn B m 
cos — = cos ——— (do cos — > 0) 
2 2 2 

B A-C B c-A 

<=> — = ——— V — = ——— 

2 2 2 2 

oA = B + CvC = A + B 
<=> A 


71 ^ 71 

V (J = 


2 2 

<» AABC vuông tại A hay AABC vuông tại c 


Bài 210: Chứng minh AABC vuông tại A nếu 

b c a 

-tT ^-~ — —;———;—~ 

cosB cosC sin B sin c 


Ta có: 


<=> 

<=> 

<=> 

<=> 


b c a 

-ZT~ “I-—■ — —; ——— —— 

cosB cosC sin B sin c 
2RsinB 2RsinC 2RsinA 

-T-»-I-“— = —7———7—“ 

cosB cosC sin B sin c 
sinBcosC + sinCcosB _ sinA 
cosB.cosC sin B sin c 

sin(B + C) sin A 
cosB.cosC sin B sin c 
cosBcosC = sin B sin c (do sinA > 0) 
cos B. cos c - sin B. sin c = 0 


<=> cos(B + C) = 0 


«b + c = Ị 
2 

<=> AABC vuông tại A 


Bài 211: Cho AABC có: 

A B _ c . A B . c 
cos — • cos — • cos — - sin — • sin — • sin — = — c J 
2 2 2 2 2 2 2 

Chứng minh AABC vuông 


Ta có: 

_ _ ___ A ___ B c 1 , A . B c 

(*) <=> cos — cos — cos — = — + sin — sin — sin — 

2 2 2 2 2 2 2 


1 

<=> — 
2 


A + B A - B 
cos---h cos--- 


c 1 1 

cos— = — - — 
2 2 2 



r . c A - B 

c ì 

" . c A - B 

<=> 

sin — + cos- 

cos — = 1 - 

sin-cos- 


2 2 

2 

2 2 ^ 


A + B A - B 
cos—--cos—-— 


. c 

sin — 
2 


c 

sin — 
2 


. c _ c _ A - B _ c , . 2 C,_ c , „-2 c A - B c 

sin — cos — + cos—-—cos — = 1 — sin —+ COS—= l-sin —+ COS—-—sin — 
2 2 22 22 2 22 


2 


2 
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. c c ___ A - B ___ c o c A - B . c 

sin — cos — + cos ——— cos — = cos — + cos ——— sin — 
2 2 2 2 2 2 2 


c 

. c c" 

A-B 

. c cl 

<=> cos — 

sin-cos — 

= cos- 

sin-cos — 

2 

L 2 2 

2 

2 2 J 



. c 

Cl 

r c 

A - 

B 


sin — 

- cos — 

cos- 

cos- 



L 2 

2 J 

L 2 

2 



. c 

c 

c 

A - 

B 


sin — = 

cos — V cos — = 

cos- 

— 


2 

2 

2 

2 



c , c A-BC B-A 

<=> tg — = 1 V — = -—-V — = -—- 

2 2 2 2 2 

«ệ = ^vA = B + CvB = A + C 
2 4 


Tí . 7T 7T 

«C=7vA=7vB=7 

2 2 2 


Bài 212: Chứng minh AABC vuông nêu: 

3(cos B + 2 sin C) + 4(sin B + 2 cos C) = 15 


Do bất đẳng thức Bunhiacốpki ta có: 


và 

nên: 


3cosB + 4 sin B < a/ 9 + 16v/cos 2 B + sin 2 B = 15 
6sinC + 8cos c < V36 + 64 Vsin 2 c + cos 2 c = 10 
3(cos B + 2 sin C) + 4(sin B + 2 cos C) < 15 
cosB sinB 


Dấu “=” xảy ra 




3 

sinC 


cosC 




6 8 
o tgB = cotgC 

«B + C = ^ 

2 

<=> AABC vuông tại A. 


tgB = ! 

3 

cotgC = | 


Bài 213: Cho AABC có: sin2A + sin2B = 4sin A.sinB 

Chứng minh AABC vuông. 

Ta có: sin2A + sin2B = 4sin A.sinB 
<=> 2 sin(A + B) cos(A - B) = -2 [cos(A + B) - cos(A - B)] 

<=> cos(A + B) = [1 - sin(A + B)] cos(A - B) 

<=> - cos c = [1 - sin c] cos(A - B) 

<=> - cos C(1 + sin C) = (1 - sin 2 C). cos(A - B) 

<=> - cos C(1 + sin C) = cos 2 c. cos(A - B) 

<=> cos c = 0 hay - (1 + sin C) = cos c. cos(A - B) (*) 
<=> cosC = 0 

( Do sinC > 0 nên -(1 + sinC) < -1 
Mà cosC.cos(A - B) >-1 .Vậy (*) vô nghiệm.) 
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Do đó AABC vuông tại c 

III. TAM GIẤC CẢN 


c 

Bài 214: Chứng minh nếu AABC có tgA + tgB = 2cotg-^ 

2 

thì là tam giác cân. 


Ta có: tgA + tgB = 2 cotg 
sin(A + B) _ 2cos f 


<=> 


cos A.cosB 


sin 


<=> 


sinC 


cos A.cosB 


9 „c 

2cos — 
2 

. c 

sin — 


c 

2 


<=> 


o . c c 

2 sin — cos — 
2 2 

cos AcosB 


2cos 


sm 


2 C í c N 

<=> sin 2 — = cos A.cosB docos—>0 

2 l 2 J 

o i(l - cosC) = -^[cos(A + B) + cos(A - B)] 
2 2 

<=> 1 - cosC = -cosC + cos(A - B) 

<=> cos(A - B) = 1 


<=> A = B 

<=> AABC cân tại c. 


Bài 215: Chứng minh AABC cân nếu: 

. A ,B . B ,A 
sin —.cos — = sin —.cos — 
2 2 2 2 


^ , . _A ,B . B ___ 3 A 

Ta có: sin —.cos — = sin —.cos — 


<=> 


í • A> 

sin — 

2 

1 

( . B^ 
sin — 

2 

1 

A 

2 A = 

B 

2 B 

cos — 

cos — 

cos — 

cos — 

l 2 ) 

2 

l 2 ) 

2 


A B 

(do cos —— >0 và cos — >0 ) 
2 2 
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Ả ( , - Ai_.Br. , , ,B) 

^tg^ịl + tg ^J = tg^l + tg 

.3 A 3 B , A , B _ 

«tg j-tg ^ + tg^-tg^ = 0 

( A rV ,A , R A R 
«• tg^-tg^ l + tg 2 Ặ + tg 2 ^ + tg^.tg^ = 0 (*) 
V ^ z 7 1_ z z z z 

_ A . B , 5 , 2 A , o B , _ A , _ B - , 

<=>tg^ = tg^ ( vì l + tg 2 ^ + tg ^ + tg^tg^-> 0 ) 

-c=> A = B 

<=> AABC cân tại c 



2 _ lị 1 1 N 

sin 2 A + sin 2 B 2[sin 2 A sin 2 B y 

<=> 4 sin 2 A sin 2 B = (sin 2 A + sin 2 B) 

<=> 0 = (sin 2 A - sin 2 B) 

<=> sin A = sinB 
Vậy AABC cân tại c 
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. A - B n , 

<=> sin ——— = 0 hay 


a 


cosA cos B 
2R sin A 2R sin B 


= 0 


<=> A = B hay 

cos A cos B 

<=> A = B hay tgA = tgB <=> AABC cân tại c 

IV. NHẬN DẠNG TAM GIÁC 


Bài 218: Cho AABC thỏa: acosB - bcos A = asin A - bsinB (*) 

Chứng minh AABC vuông hay cân 


Do định lý hàm sin: a = 2Rsin A,b = 2RsinB 

Nên (*) <=> 2Rsin AcosB - 2RsinBcos A = 2R(sin 2 A - sin 2 B) 

<=> sin A cos B - sin B cos A = sin 2 A - sin 2 B 

<=> sin(A - B) = ì(1 - cos 2A) - ì(1 - cos 2B) 

2 2 

<=> sin (A - B) = ì [cos 2B - cos 2A] 

<=> sin(A - B) = -[sin(A + B)sin(B - A)] 

<=> sin(A - B)[l - sin(A + B)] = 0 
<=> sin(A - B ) = 0 V sin(A + B) = 1 

«> A = BvA + B = 5 

2 

vậy AABC vuông hay cân tại c 

Cách khác 

sin A cos B - sin B cos A = sin 2 A - sin 2 B 

<=> sin (A - B) = (sin A + sin B) (sin A - sin B) 

_ • / \ . A + B A-B wo A + B . A-B, 

sin A - B = ( 2 sin ——— cos ———) (2 cos ——— sin ———) 
v 2 2 2 2 

sin (A - B) = sin (A + B) sin (A - B) 

<=> sin (A - B) = 0 V sin (A + B) = 1 

A = Bv A + B = 5 

_2_ 

Bài 219 AABC là tam giác gì nếu 

(a 2 + b 2 )sin(A - B) = (a 2 - b 2 ]sin(A + B) (*) 


Ta có:(*) 

<=> (4R 2 sin 2 A + 4R 2 sin 2 B) sin (A - B) = 4R 2 (sin 2 A - sin 2 B) sin (A + B) 
sin 2 A [sin (A - B) - sin (A + B)] + sin 2 B [sin (A - B) + sin (A + B)] = 0 
<=> 2 sin 2 A cos A sin(-B) + 2 sin 2 B sin A cos B = 0 
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<=> - sin A cos A + sin B cos B = 0 (do sin A > 0 và sin B > 0 ) 
<=> sin 2A = sin 2B 

<=> 2A = 2B V 2A = 71 - 2B 

oA = BvA + B = í 

2 

Vậy AABC cân tại c hay AABC vuông tại c. 


Bài 220: 

AABClà tam giác gì nếu: 



ị a 2 sin 2B + b 2 sin 2 A = 4ab cos A sin B 

(1) 


[sin 2A + sin 2B = 4 sin A sin B 

(2) 


Ta có: 

(1) <=> 4R 2 sin 2 A sin 2B + 4R 2 sin 2 B sin 2A = 16R 2 sin A sin 2 B cos A 
<=> sin 2 A sin 2B + sin 2 B sin 2A = 4 sin A sin 2 B cos A 


<=> 2 sin 2 A sin B cos B + 2 sin A cos A sin 2 B = 4 sin A sin 2 B cos A 
<=> sin A cos B + sin B cos A = 2 sin B cos A (do sin A > 0, sin B > 0) 
<=> sin A cos B - sin B cos A = 0 
<=> sin(A - B) = 0 
<=> A = B 

Thay vào (2) ta được 
sin 2A = 2 sin 2 A 
2 sin A cos A = 2 sin 2 A 
<=> cosA = sinA (do sin A > 0) 

«> tgA = 1 

* n 

«> A = 

4 

Do đó AABC vuông cân tại c 

V. TAM GIẤC ĐỀU 


Bài 221: Chứng minh AABCđều nếu: 

bcV3 = R[2(b + c) - a] (*) 


Ta có:(*) <=> (2RsinB)(2RsinC) V3 = R[2(2RsinB + 2RsinC) - 2Rsin A] 
<=> 2 V 3 sin B sin c = 2 (sin B + sin c) - sin (B + c) 

<=> 2 V 3 sin B sin c = 2 (sin B + sin C) - sin B cos c - sin c cos B 


<=> 2 sin B 


1 V3 • pi 

1 -cos c - -— sin c 


+ 2 sin c 


,1 R _v3 . R 

1 cos B - -— sin B 


= 0 


2 2 


2 


2 


1 - cos 

M' 

+ sinC 

1 - cos 

( Jl 

B - — 


l 3 J 



l 3 


<=> sinB 


= 0 ( 1 ) 
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( 


Do sin B > 0 và 1 - cos 


c- 


71 


sinC > 0 và 1 - cos 


B - — 


3 

n 

3 y 


> 0 


> 0 


Nên vế trái của (1) luôn > 0 


Do đó, (1) <=> 


cos 


C-- 


= 1 


cos 


B - — 


= 1 


<=> c = B = <=> AABC đều. 

3 


Bài 222 : Chứng minh AABC đều nếu 


sin B sin c = — 

4 

o a 3 -b 3 -c 3 
a =--2-— 

a - b - c 


(1) 

( 2 ) 


Ta có: (2) <=> a 3 - a 2 b - a 2 c = a 3 - b 3 - c 3 
«a 2 (b + c) = b 3 + c 3 

<s> a 2 (b + c) = (b + c)(b 2 - bc + c 2 ) 

<=> a 2 = b 2 - bc + c 2 

<=> b 2 + c 2 - 2bccos A = b 2 + c 2 - bc (do đl hàm cosin) 
<=> 2bc cos A = bc 

. 1 . n 

<s> cos A = — A = 

2 3 

Ta có: (1) <=> 4sinBsinc = 3 
2 [cos (B - C) - cos (B + C)] = 3 

2 [cos (B - C) + cos A] = 3 

<s> 2cos(B - c) + = 3 do (l)tacóA = ^ 

<» cos (B-C) = 1<»B = C 
Vậy từ (1), (2) ta có AABCđều 


Bài 223: Chứng minh AABC đều nếu: 

sin A + sin B + sin c = sin 2A + sin 2B + sin 2C 


Ta có: sin2A + sin2B = 2sin(A + B)cos(A - B) 

= 2sinCcos(A - B) < 2sinC (1) 
Dấu “=” xảy ra khi: cos(A - B) = 1 
Tương tự: sin 2A + sin 2C < 2 sin B 


( 2 ) 
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Dấu “=” xảy ra khi: cos(A -C) = 1 

Tương tự: sin2B + sin2C < 2 sin A (3) 

Dấu xảy ra khi: cos(B - c) = 1 

Từ (1) (2) (3) ta có: 2(sin2A + sin2B + sin2C) < 2(sinC + sinB + sinA) 

cos(A - B) = 1 

cos(A-C) = l <=> A = B = c 
cos(B - c) = 1 


Dấu 


“=” xảy ra <=> <Ị 


<=> AABCđều 


Bài 224: 


Cho AABC có: 

111 _ 1 _ 

sin 2 2A sin 2 2B sin 2 C 2cos AcosBcosC 
Chứng minh AABC đều 


Ta có: (*) <=> sin 2 2B. sin 2 2C + sin 2 2Asin 2 2C + sin 2 2Asin 2 2B 

sin2A.sin2B.sin2C , .... „T, 

= —• (sin2A sin 2B sin2C) 

2cos AcosBcosC 

= 4 sin A sin B sin c (sin 2 A sin 2B sin 2C) 

Mà: 4 sin A sin B sin c = 2 [cos (A - B) - cos (A + B)] sin (A + B) 

= 2 [cos (A - B) + cos c] sin c 

= 2 sin c cos c + 2 cos (A - B) sin (A + B) 

= sin 2C + sin 2A + sin 2B 
Do đó,vđi điều kiện AABC không vuông ta có 
(*) «> sin 2 2B sin 2 2C + sin 2 2A sin 2 2C + sin 2 2A sin 2 2B 
= sin 2A. sin 2B. sin 2C (sin 2A + sin 2B + sin 2C) 

= sin 2 2A sin 2B sin 2C + sin 2 2B sin 2A sin 2C + sin 2 2C sin 2A sin 2B 


<=> ^ (sin 2B sin 2A - sin 2B sin 2C) 2 + — (sin 2A sin 2B - sin 2A sin 2C) 2 
+ ^ (sin 2C sin 2A - sin 2C sin 2B) 2 = 0 


<=>^ 



sin 2B sin 2 A = sin 2B sin 2C 
sin 2 A sin 2B = sin 2 A sin 2C 
sin 2A sin 2C = sin 2C sin 2B 
sin 2A = sin 2B 


sin 2B = sin 2C 


<=> A = B = c <=> ABC đều 


Bài 225 : Chứng minh AABC đều nếu: 

a cos A + b cos B + c cos c _ 2p 
a sin B + b sin c + c sin A 9R 
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Ta CÓ: acosA + bcosB + ccosC 

= 2R sin A cos A + 2R sin B cos B + 2R sin c cos c 

= R(sin2A + sin2B + sin2C) 

= R[2sin(A + B)cos(A - B) + 2sinCcosC] 

= 2R sin c [cos (A - B) - cos (A + B)] = 4R sin c sin A sin B 


Cách 1: a sin B + b sinc + c sin A 

= 2R (sin A sin B + sin B sin c + sin c sin A) 

> 2R\/sin 2 A sin 2 B sin 2 c (dobđtCauchy) 

^ . .. acos A + bcosB + ccosC ^ 2 . 7 ■ „ ■ _ „ , ^ ' 

Do đó vê trái : — . ~~ — - 7 —— < ^ysin AsinBsinC (1) 

a sin B + b sin c + c sin A 3 

„^ 2p a + b + c 2 / , . 

Mà vế phải: — = ^(sin A + sinB + sinC) 

9R 9R 9 v ' 

> ^-^/sin AsinBsinC (2) 

3 


Từ (1) và (2) ta có 

( * )«> sinA = sinB = sinC AABC đều 

4R sin A sin B sin c a + b + c 


Cách 2: Ta có: (*) 


a sin B + b sin c + c sin A 
4RỈ 


9R 


í a ì 

í b ì 

ị c ^ 


v 2R y 

v 2R y 

Urj 

a + b + c 



9R 


9abc = (a + b + c)(ab + bc + ca) 


Do bất đẳng thức Cauchy ta có 
a + b + c > yfã bc 


ab + bc + ca > \l a 2 b 2 c 2 

Do đó: (a + b + c)(ab + bc + ca) > 9abc 

Dấu = xảy ra <s> a = b = c <=> AABC đều. 


Bải 226 : Chứng minh AABC đều nếu 

A B c 

cotgA + cotgB + cotgC = tg— + tg^ + tg-^(*) 


Ta có: cotgA + cotgB = 


sin(A + B)_ sinC 


> 


sin A sin B sin A sin B 
sinC 


( sin A + sin B 


(do bđt Cauchy) 


V 


2 
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2 sin — cos— 2 sin 

= _ 2 2 

. oA + B 2 A-B c ,A-B 
sin — .cos — cos —cos - 
2 2 2 2 

>2tg^ (1) 

g 

Tương tự: cot gA + cot gC > 2tg — (2) 

2 

A 

cot gB + cot gC > 2tg — (3) 

2 

Từ (1) (2) (3) ta có 

\ r A B C^l 

2 (cot gA + cot gB + cot gC) >2 tg — + tg Ẹ- + tg ^ 

Do đó dấu “=” tại (*) xảy ra 

í A - B ___A-C , 

cos ——— = cos ——— = cos ——— = 1 
<=> < 2 2 2 

sin A = sin B = sin c 
«A=B=C 
<=> AABC đều. 

BẢITẢP 

1. Tính các góc của AABC biết: 

a/ cos A = sinB + sinC-ậ (ĐS: B = C = ^,A = ^) 

2 6 3 

b/ sin6A + sin6B + sin6C = 0 (ĐS: A = B = c = ^) 

3 

c/ sin 5A + sin 5B + sin 5C = 0 

2. Tính góc c của AABC biết: 
a/ (1 + cotgA)(l + cotgB) = 2 

[A.Bnhọn 

b/ ị . 0 . . Ị ——— 

[sin A + sin B = \/sinC 

„ iA __ , ícos 2 A + cos 2 B + cos 2 c < 1 

3. Cho AABC cố: ị . . 

[sin 5A + sin 5B + sin 5C = 0 

Chứng minh A có ít nhất một góc 36 °. 

4. Biết sin 2 A + sin 2 B + sin 2 c = m. Chứng minh 

a/ m = 2 thì AABC vuông 
b/ m > 2 thì AABC nhọn 
c/ m < 2 thì AABC tù. 

5. Chứng minh AABC vuông nếu: 

_/ b + c 

a/ cos B + cos c = —— 
a 

. , b c a 

b/ ——— + ——— = . 

cosB cosC sin B sin c 


to I o 
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c/ sin A + sin B + sin c = 1 - cos A + cos B + cos c 
d/ (b-c) 2 2[l-cos(B-C)] 

b 2 1 -COS 2 B 

Chứng minh AABC cân nếu: 

. 1 + cosB 2a + c 
a/ 


sin B 


4 ^ 


, , sin A + sin B + sin c , A , B 

b/ ——---——--—— = cot g —. cot g — 

sin A + sin B - sin c 2 2 

c/ tgA + 2tgB = tgA.tg 2 B 


d/ a 


= b 


cotgA--tgA 

V ^ . 

e/ (p-b)cotg^ = ptg^ 


tgB -cotg-^ 

* J 


f/ a + b = tg — (atgA + btgB) 
2 

AABC là A gì nếu: 


a/ atgB + btgA = (a + b) tg 


A + B 


b/ c = c cos 2B + b sin 2B 
c/ sin 3A + sin 3B + sin 3C = 0 
d/ 4S = (a + b - c) (a + c - b) 

Chứng minh AABC đều nếu 

a/ 2(a cos A + b cos B + c cos c) = a + b + c 

b/ 3S = 2R 2 (sin 3 A + sin 3 B + sin 3 c) 

c/ sin A + sin B + sin c = 4 sin A sin B sin c 
9R 

d/ m a + m b + m c = với m a ,m b ,m c là 3 đường trung tuyến 

2 



